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Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der Modellierung und Kompensation dyna-
mischer Reibung in Aktuatorsystemen. Kinetische Reibung in Mechanismen ist eine der
signiﬁkantesten Nichtlinearita¨ten im System, welche einerseits als natu¨rlicher Da¨mpfungs-
faktor fungiert anderseits die maßgeblichen Regelungsfehler sowie Grenzzyklen und Stick-
Slip-Eﬀekte verursachen kann. Im Rahmen dieser Arbeit werden die Modelle dynamischer
Reibung aus dem neusten Stand der Technik analysiert und im Kontext einer regelungs-
technischen Kompensation der Reibung einander gegenu¨ber gestellt. Ein weiteres, neu ent-
wickeltes Modell dynamischer Reibung wird eingefu¨hrt und mit den bereits existierenden
Ansa¨tzen verglichen. Ferner liegt der Schwerpunkt der Arbeit auf der modellgestu¨tzten
Kompensation dynamischer Reibung. In Erga¨nzung zu einer eher klassischen Feed-Forward
Kompensation werden zwei neuartige, beobachtergestu¨tzte Ansa¨tze vorgestellt und auf ihre
Tauglichkeit sowohl theoretisch als auch experimentell gepru¨ft. Drei verschiedene Aktua-
torsysteme werden zur Evaluierung des vorgestellten Reibungsmodells angewendet, wobei
eines von diesen auch der Integration und Evaluierung der entwickelten Kompensationss-
trategien dient.
Abstract
This Thesis is concerned with the modeling and compensation of dynamic friction in
actuator systems. Kinetic friction is one of the most signiﬁcant nonlinearities acting in
mechanisms. On the one hand, it serves as a natural damping in the system. On the other
hand, the friction can lead to signiﬁcant control errors and can provoke the limit cycles and
stick-slip eﬀects. In this work, the state-of-the-art models of dynamic friction are analyzed
and considered facing one another in the context of control-oriented friction compensation.
A novel developed dynamic friction model is introduced and compared with other well-
established modeling approaches. The second focus of this work is on the model-oriented
compensation of dynamic friction. Two novel observer-based approaches are proposed in
addition to a rather classical feed-forward compensation scheme. The suitability of the pro-
posed control strategies is proved both theoretically and with experiments. Three diﬀerent
actuator systems are used to evaluate the presented friction model. One of them serves
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Nichtlineare dynamische Reibung herrscht in fast allen angetriebenen Bewegungssystemen
und kann als Ursache fu¨r signiﬁkante Regelungsfehler, unerwu¨nschte Stick-Slip-Bewegungen
und Grenzzyklen auftreten. Je nach Grad der Nichtlinearita¨t der auftretenden Reibungsef-
fekte lassen sich diese ha¨uﬁg nur zum Teil oder nur in der Na¨he eines Arbeitspunktes mit
Hilfe klassischer linearer Regelungskonzepte kompensieren.
In elektrisch oder magnetisch angetriebenen Aktuatorsystemen, die in einer Vielzahl in
fast allen Bereichen moderner Technik eingesetzt werden, treten unabdingbare Reibungs-
eﬀekte auf, soweit ein rotatorisch oder translatorisch zu bewegendes Konstruktionselement
gelagert wird oder sich in unmittelbarem Kontakt mit den anderen Konstruktionselementen
beﬁndet. Im Falle einer Luft- oder Magnetlagerung la¨sst sich die eigentliche mechanische
Reibung zum Großteil vermeiden, wobei die nicht unbedingt einfacher zu beschreibenden
Eﬀekte aerodynamischer beziehungsweise magnetischer Reibung auftreten. Letzteres u¨ber-
schreitet jedoch den Rahmen dieser Arbeit und wird nicht weiter behandelt werden.
Bei der regelungstechnischen Kompensation dynamischer Reibung in Aktuatorsyste-
men besteht eine grundsa¨tzliche Problematik zuna¨chst in der geeigneten Abbildung derje-
nigen Reibungseﬀekte, die in einem durch die Anwendung deﬁnierten Arbeitsbereich der
Bewegungen – sprich Relativversa¨tze und -geschwindigkeiten – und Lasten zu signiﬁkan-
ten Regelungsfehlern fu¨hren ko¨nnen. Hierzu za¨hlen die mit einer Anhaftung verbundenen
Stick-slip-Eﬀekte, der Reibungsnachlauf und die daraus resultierende Hysterese, sowie die
betriebsbedingten Variationen der Reibungsparameter, besonders der Reibkoeﬃzienten.
Eine weitere Herausforderung stellt die Identiﬁkation der als geeignet angenommenen
Reibungsmodelle dar. Hier bedarf es einer allgemein gu¨ltigen aber gleichzeitig anwendungs-
bezogenen Methodik zur Kennzeichnung und quantitativen Messung der mit den anderen
Sto¨rgro¨ßen meist verkoppelten Reibungseﬀekte im System. Da die direkte Messung der
Reibungskra¨fte aufgrund einer messtechnisch sehr aufwa¨ndigen Durchfu¨hrbarkeit selten
stattﬁndet, erfordert die Identiﬁkation der Reibung meist die Betrachtung der gesamten
Systemdynamik und entsprechend Maßnahmen zu ihrer Dekomposition.
1
2 KAPITEL 1. EINLEITUNG
Ferner ist die Eﬃzienz einer modellgestu¨tzten Kompensation der wirkenden Reibung
nicht nur vom Detaillierungsgrad und der Genauigkeit der eingesetzten Modelle abha¨ngig,
sondern vielmehr noch von ihrer Generalisierungsfa¨higkeit und stabilen Adaptierbarkeit
innerhalb eines geschlossenen Regelkreises im Falle eines zeitvarianten Verhaltens. Die Pro-
blematik bei der Kompensation der Reibung liegt in ihrer nichtlinearen Natur, so dass allein
mit den klassischen linearen Regelungskonzepten keine zufriedenstellenden Ergebnisse zu
erzielen sind. Zudem unterliegt die Reibung – insofern nicht statisch – einer komplexen
Eigendynamik, was meist modellgestu¨tzte Kompensationsmaßnahmen erfordert.
Aktuatorsysteme mit Elektro-Motor und Getriebe
Aus der Vielfalt der heutzutage in der Automatisierungs-, Werkzeug- und Robotertechnik
einsetzbaren Aktuatorsysteme kann eine aus Sicht der Antriebstopologie relativ breite Klas-
se hervorgehoben werden. Diese entha¨lt die in der Praxis am ha¨uﬁgsten eingesetzten und
technologisch ausgereiftesten Komponenten, welche in ihrer gekoppelten Wechselwirkung
zwischen der Energieversorgung und dem Prozess (Arbeitsmaschine) als ein Aktuatorsys-
tem auftreten. Trotz eines breiten Spektrums erforderlicher Leistungs-, Geschwindigkeits-
und Pra¨zisionsbereiche sowie einer beachtlichen Vielzahl an Herstellern auf dem Markt
kann diese Klasse im Hinblick auf die Zusammensetzung ihrer Komponenten relativ ein-











Abbildung 1.1: Schematische Darstellung der Klasse von Aktuatorsystemen
Als grundsa¨tzliche Energiewandler dienen die geregelten Elektromotoren, welche ha¨uﬁg
als Servo-Motoren bezeichnet werden. Darunter sind meist die bu¨rstenlosen Gleichstrommo-
toren (BLDC) oder die permanenterregten AC Synchronmotoren zu verstehen. Die moderne
Leistungselektronik ermo¨glicht es, die mit verschiedener Struktur elektronisch kommutier-
ten Servo-Motoren in diversen Betriebsmodi anzusteuern, so dass die Grenze zwischen den
bekannten Typen der Servo-Motoren ha¨uﬁg verschwindet. Die Grundlagen zum Aufbau
und Funktionsprinzip elektrischer Motoren ko¨nnen in der Literatur – wie zum Beispiel bei
[102] gefunden werden. Grundsa¨tzlich sind die Servo-Motoren indirekt u¨ber eine zusa¨tz-
liche Leistungselektronik an das elektrische Netz angeschlossen, wobei ein entsprechendes
Steuerungs-/Regelungssystem sowohl mit der Leistungselektronik als auch mit dem Elek-
tromotor selber in Verbindung steht.
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In den meisten Fa¨llen wird die Ausgangswelle eines geregelten Servo-Motors u¨ber eine
Getriebeeinheit an die Arbeitsmaschine beziehungsweise den Prozess angekoppelt. Die die
Drehzahl des Elektromotors untersetzenden Getriebe unterscheiden sich meistens nicht nur
in ihrem Wirkungsprinzip und der Bauform, sondern vor allem in der grundlegenden Art
der Bewegungsu¨bertragung und somit in den Freiheitsgraden der Eingangs- und Ausgangs-
seite. Hier sind folgende Typen der Bewegungsu¨bertragung zu benennen: (i) rotatorisch–
rotatorisch, (ii) rotatorisch–translatorisch, (iii) rotatorisch–Kurvenscheibe. Die in Rahmen
dieser Arbeit betrachteten Aktuatorsysteme verfu¨gen u¨ber den Getriebetyp (i).
Werden sehr hohe Pra¨zisionen bei den relativ niedrigen Lastkra¨ften/-momenten erfor-
derlich, werden – wie im Anwendungsbeispiel aus Anhang A.2 – immer ha¨uﬁger die Direkt-
Antrieb-Lo¨sungen bevorzugt, bei denen die Getriebeeinheit zwischen dem Servo-Motor und
der zu bewegenden Last entfa¨llt. Durch Verzicht auf eine Getriebeuntersetzung ko¨nnen die
parasita¨ren Reibungseﬀekte und vor allem das mechanische Spiel (auch als Backlash oder
Lose bekannt) stark reduziert werden. Dadurch werden aber die Anforderungen an die
Genauigkeit der Motorregelung automatisch angehoben, so dass der Servo-Motor mehr in
einem hoch pra¨zisen Positionierbetrieb als in einem Drehzahlbetrieb arbeitet. Als zur Re-
gelung des Aktuatorsystems erforderlichen Sensoren werden meist die eingebetteten Geber
des Servo-Motors verwendet. Diese liefern – je nach Bauart und Funktionsprinzip (absolut
oder relativ Encoder oder Resolver) – die Winkelposition (und Winkelgeschwindigkeit) der
Rotorachse. Die erzeugten Drehmomente des Servo-Motors werden in der Regel aus dem
gemessenen eﬀektiv wirkenden Motorstrom analytisch berechnet. Die Lo¨sungen der Ak-
tuatorsysteme mit abtriebsseitiger Erfassung der Winkelposition und des Drehmoments,
wie zum Beispiel in fortgeschrittener Robotik [6], [58], sind zwar bekannt, ﬁnden aber auf-
grund der damit verbundenen erho¨hten Komponenten- und Herstellungskosten sowie einer
Integrationskomplexita¨t in vielen Anwendungen eine relativ geringe Akzeptanz.
Die im Kontext dieser Arbeit in den Vordergrund tretenden parasita¨ren Reibungseﬀekte
entstehen in der mechanischen Struktur sowohl eines Servo-Motors als auch einer Getrie-
beeinheit. Wa¨hrend die Reibung im Servo-Motor meist auf die Lagerung des Rotors und
somit auf zwei identische Kugellager zuru¨ckzufu¨hren ist, ha¨ngen die Reibungseﬀekte in den
Getrieben erheblich sta¨rker von ihrem Wirkungsprinzip und der Anzahl und Komplexita¨t
der Kontaktﬂa¨chen der reibenden Konstruktionselemente ab. So setzt sich die Reibung in
den Harmonic-Drive (HD) Getrieben [1], welche in den Anwendungsbeispielen aus Anhang
A.1 und A.3 eingesetzt werden, zum einen aus der Reibung der Kugellagerung im Wa-
ve Generator und zum anderen aus der Reibung der Eingriﬀs-Verzahnung zwischen dem
Flexspline und dem Ciscular Spline zusammen [95]. Werden der Servo-Motor und die Ge-
triebeeinheit, ohne dass zusa¨tzliche Elastizita¨ten eingebaut sind, in einem Aktuatorsystem
verbunden, was in der Praxis ha¨uﬁg vorkommt, sind die Reibungseﬀekte beider Kompo-
nenten eng miteinander verkoppelt; somit mu¨ssen sie als ein komplexes Reibungsverhalten
des gesamten Aktuatorsystems betrachtet und entsprechend identiﬁziert werden. Ha¨uﬁg
werden die zusa¨tzlichen Reibungseﬀekte des Prozesses beziehungsweise der zu bewegenden
Nutzlast mit in Betracht gezogen, wobei eine entkoppelte Analyse des Aktuatorsystems
aus Sicht der Identiﬁzierbarkeit gegebenenfalls bevorzugt wird.
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1.2 Stand der Technik
Der Stand der Technik zur Modellierung, Identiﬁkation und Kompensation dynamischer
Reibung wird kurz referiert, wobei anzumerken ist, dass die eigenen im Rahmen dieser
Arbeit entstandenen Vero¨ﬀentlichungen hier nicht alle explizit chronologisch aufgefu¨hrt,
sondern in den weiteren Kapiteln an den entsprechenden Stellen einzeln zitiert werden.
Seit dem Erscheinen noch zu belegender Arbeiten von C. A. de Coulomb [25] bescha¨f-
tigen sich viele Bereiche der Natur- und Ingenieurwissenschaften mit den Fragestellungen
kinetischer Reibung und ihrer Auswirkung auf freie sowie erzwungene Bewegungen der
Ko¨rper oder – im Kontext der Arbeit genauer gesagt – der Mechanismen und Maschinen.
In einem aus regelungstechnischer Sicht einfachsten Fall einer zur Relativgeschwindig-
keit angena¨hert proportionalen Reibung tritt diese als eine lineare Da¨mpfung im System
auf und zeigt dadurch eine stabilisierende Wirkung. Die erste große Problematik entsteht
dabei infolge eines in Bezug zur Relativgeschwindigkeit unstetigen Reibungsverhaltens im
Nullpunkt. Diese fu¨hrt zu diversen Einschra¨nkungen und Diskrepanzen angesichts der Me-
thoden zur Identiﬁkation, Beobachtung und Regelung linearer Systeme. Die Verwendung
der Beschreibungsfunktionen sowie weiterer Methoden moderner Regelungstheorie (siehe
zum Beispiel in [105], [50]) und der Einsatz verschiedener nichtlinearer Regler lo¨ste zum
Teil das Problem der unstetigen geschwindigkeitsabha¨ngigen Reibung. Dies galt, bis die Er-
kenntnis sich durchsetzte [79], dass die kinetische Reibung nicht nur vom Vorzeichen und
Betrag der Eingangsgeschwindigkeit, sondern auch von ihrem vorherigen Zustand stark
abha¨ngig ist, und somit einem komplexen dynamischen Verhalten unterliegt.
Bemerkenswert ist die Tatsache, dass die Erforschung der Reibungseﬀekte und Metho-
den zu ihrer Beschreibung im Laufe der Zeit ha¨uﬁg versetzt oder sogar querla¨uﬁg verlief.
So wurden zum Beispiel bereits zu Anfang des zwanzigsten Jahrhunderts [106] die Erkennt-
nisse u¨ber das nichtlineare, stationa¨re Verhalten der Reibung gewonnen, welche bis heute
– bekannt als Stribeck-Eﬀekt – in vielen Anwendungen besta¨tigt und in vielen Modellen
u¨bernommen werden. Ein weiteres Beispiel ist das bereits in den sechziger Jahren vorgestell-
te Dahl-Modell [24] der positionsabha¨ngigen Reibung fu¨r Kugellager-Systeme oder der zu
gleicher Zeit in [43] beschriebene Ansatz mehrerer verteilter Slider-Elemente, auch bekannt
als Maxwell-Slip-Modell. Die Untersuchungen zur Reibung ruhender Ko¨rper (Haftreibung)
genauso wie zur Reibung aus Sicht der Werkstoﬀkunde verliefen immer stark unabha¨ngig
von den Untersuchungen dynamischer Reibung aus Sicht der Systemtheorie (siehe zum
Beispiel [77] und [76]). Fu¨r die anwendungsorientierte Automatisierungs- und Regelungs-
technik ist die Modellierung und Identiﬁkation dynamischer Reibung in den beiden letzten
Dekaden eng mit der rasanten Entwicklung digitaler Rechner/Mikrocontroller sowie den
besser integrierbaren und genaueren Sensoren verknu¨pft. Denn schließlich ermo¨glichte die
Verfu¨gbarkeit der geeigneten Hardware es, diverse reibungsbezogene Pha¨nomene in Be-
wegungssystemen u¨berhaupt erst quantitativ zu beobachten und anschließend mit Hilfe
implementierter modellgestu¨tzter Kompensationsmethoden zur Laufzeit des Prozesses re-
gelungstechnisch gezielt zu beeinﬂussen.
Ein starker Aufschwung im Bereich der Analyse und Modellierung kinetischer Reibung
ergab sich mit der Arbeit von Armstrong-Helouvry [13]. Zudem wurden eine Reihe theore-
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tischer und experimenteller Untersuchungen des dynamischen Reibungsverhaltens in den
neunziger Jahren vero¨ﬀentlicht [35], [14], [16], [114], [73], [78]. Als
”
Kro¨nung“ einer Zu-
sammenarbeit verschiedener Forschergruppen wurde das LuGre-Modell [114] dynamischer
Reibung vorgestellt, welches bis heute als einer der in
”
Controls & Systems“ Wissenschafts-
kreisen meist verbreiteten Ansa¨tze gilt [17], [64], [33]. Das LuGre-Modell erweitert die be-
reits im Dahl-Modell eingefu¨hrte positionsabha¨ngige Pre-sliding-Hysterese und beschreibt
das Reibungsverhalten in Form einer nichtlinearen Gleichung mit einem inneren dynami-
schen Zustand. Letzterer wird ha¨uﬁg als eine gemittelte Deformation der kontaktierenden
Fla¨chenunebenheiten interpretiert. Einer der gro¨ßten Vorteile des LuGre-Modells im Ver-
gleich zu den vorherigen Ansa¨tzen ist die Kombination der Reibungsdynamik mit den
stationa¨ren Reibungscharakteristika innerhalb einer Gleichung. Eine ausfu¨hrliche Untersu-
chung der Reibungsdynamik in pra¨zisen Werkzeugmaschinen sowie die Beschreibung der
Vorgehensweise zu ihrer Kompensation erschien in Form einer Dissertation [7] und brachte
weitere Erkenntnisse u¨ber die Anwendbarkeit und Eﬃzienz des LuGre-Modells sowie u¨ber
dessen Einsatz in verschiedenen Kompensations-Schemen.
Als weiterer Modellierungsansatz erschien in [27], [28] das Ein-Zustand elasto-plastische
Modell dynamischer Reibung, welches allerdings bei genauerer Betrachtung eher eine Er-
weiterung des LuGre-Modells darstellt. Die Zustandsgleichung dynamischer Reibung wurde
um ein zusa¨tzliches nichtlineares Charakteristikum erweitert, welches das Verhalten im Pre-
sliding-Regime in zwei Regionen aufteilt, und zwar die der elastischen und die der elasto-
plastischen Deformation kontaktierender Fla¨chenunebenheiten. Dadurch konnte der zum
LuGre-Modell geho¨rige Drift-Eﬀekt unterdru¨ckt werden. Parallel zu diesen Entwicklungen
stellte eine andere Forschergruppe ein neues Modell dynamischer Reibung vor [107], spa¨ter
Leuven-Modell genannt [55]. Im Unterschied zum LuGre-Modell basiert das Leuven-Modell
auf dem bereits erwa¨hnten Maxwell-Slip Formalismus mehrerer verteilter elasto-plastischer
Elemente, welche durch ihr u¨berlagerndes Zusammenwirken die Pre-sliding-Hysterese mit
nicht-lokalen Geda¨chtnis-Eigenschaften abbilden ko¨nnen. Das Leuven-Modell wurde von
den Autoren fu¨r Kompensationszwecke zwar eingesetzt [107], [56], [108], allerdings lo¨s-
ten sie es spa¨ter durch einen weiteren fortgeschritteneren Modellierungsansatz ab. Dieser,
als Generalized Maxwell-Slip Modell [53], [4] (kurz GMS) bezeichnet, stellte eine prin-
zipiell neue Strategie zur Abbildung dynamischer Reibung dar. Das GMS-Modell leitet
sich von einem generischen physikalisch-orientierten Reibungsmodell [3] ab, und es ist so-
mit eine vereinfachte, abgespaltene Version eines umfangreicheren Modells, welches die
kontaktierenden Oberﬂa¨chen auf Ebene ihrer Topologie beschreibt. Daher ist das GMS-
Modell fu¨r die Zwecke einer schnellen Simulation, Identiﬁkation sowie Regelung besser als
sein
”
Ursprung“-Modell geeignet. Trotzdem besitzt das GMS-Modell einen Satz verteilter
Parameter, was seine Identiﬁkation besonders bezu¨glich des Pre-sliding-Regimes ziemlich
erschwert [99]. Gleichzeitig mit dem GMS-Modell wurde eine allgemeine Struktur fu¨r die
heuristischen dynamischen Reibungsmodelle vorgeschlagen [4], [5], welche bestimmte pha¨-
nomentreue Rahmen bei der Modellierung dynamischer Reibung vorgibt. Zahlreiche weite-
re Maxwell-Slip-basierte oder Maxwell-Slip-a¨hnliche Modellierungsansa¨tze kamen im Laufe
der Zeit ebenfalls zur Sprache [30], [115], [112], [9], [67], fanden allerdings bis jetzt keine
anna¨hernd große Akzeptanz wie das LuGre- und GMS-Modell.
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In den beiden letzten Dekaden haben sich die Methoden zur Identiﬁkation dynamischer
Reibung parallel zu den Reibungsmodellen sta¨ndig weiterentwickelt. Da es sich bei der
Scha¨tzung der Prozessreibung meist um parametrische Modelle handelt, wurden verschie-
dene Identiﬁkationsansa¨tze gro¨ßtenteils im Sinne eines Least-Squares-Abgleichs mit den
experimentell gewonnenen Daten durchgefu¨hrt [95], [97], [98], [87]. Dabei ist entscheidend,
unter welchen Bedingungen und mit welchen Eingangssignalen es gilt, das System anzu-
regen, so dass eine entsprechende Signatur der nichtlinearen Reibung aus den Messdaten
gewonnen werden kann. Eine U¨bersicht u¨ber verschiedene messtechnische Aspekte zur Er-
mittlung der Reibung ist zum Beispiel in [36] gegeben. Eine relativ einfach durchzufu¨hrende
Identiﬁkation stationa¨rer Reibungscharakteristika – oder einfacher gesprochen Reibungs-
kennlinien, – ist in zahlreichen Arbeiten [39], [54], [56], [49], [37], [44] behandelt worden.
Unter den quasi-stationa¨ren Bedingungen einer gesteuerten oder geregelten Bewegung ko¨n-
nen die aufgenommenen Geschwindigkeits-Reibungs-Daten unmittelbar zur Identiﬁkation
verwendet werden. Als viel verwickelter gilt eine genaue Scha¨tzung dynamischer bezie-
hungsweise hysteresebezogener Parameter der Reibung im Pre-sliding-Regime [95], [99] so-
wie wa¨hrend des transienten U¨bergangs zum Sliding-Regime. Meist werden dafu¨r speziell
entkoppelnde Experimente durchgefu¨hrt, wobei ha¨uﬁg einige wesentliche aber nicht im-
mer veriﬁzierbare Annahmen u¨ber die Dynamik des Gesamtsystems getroﬀen werden mu¨s-
sen. U¨ber die Vorgehensweisen zur Identiﬁkation der Pre-sliding-Hysterese wurde in [54],
[80], [68] berichtet. Zudem wurde eine spezielle analytische Methode zur Identiﬁkation der
Maxwell-slip Parameter in [44], [45] vorgestellt, welche die sogenannten Virgin-Kurven der
Pre-sliding-Hysterese nutzt. Unabha¨ngig davon hat man eine Reihe modellspeziﬁscher auf
Gray-Box und Black-Box basierender Identiﬁkationsmethoden fu¨r die Pre-sliding-Dynamik
vorgeschlagen [75], [2], [115], [81]. Relativ selten ist dagegen die Identiﬁkation dynamischer
Reibung im Frequenzbereich [87]. Meistens bezog sich dabei die Identiﬁkation der aus-
schließlich statischen/stationa¨ren Reibung auf den Kontext der gesamten Aktuatordyna-
mik [21], [51]. Eine erheblich fortgeschrittenere Methode der Reibungsidentiﬁkation im Fre-
quenzbereich existiert fu¨r das LuGre-Modell in [40]. Die Einwirkung nichtlinearer Reibung
auf die Messung der Frequenzantwort des Systems ist außerdem in [57] explizit behandelt.
Die meisten aufgefu¨hrten Ansa¨tze zur Modellierung und Identiﬁkation dynamischer Rei-
bung sind direkt oder indirekt mit einer anschließenden Kompensation verknu¨pft. Zudem
sind einige U¨bersichten und Vergleichsstudien zum Thema Reibungkompensation in [16],
[56], [109] zu ﬁnden. Daru¨ber hinaus ist die Reibungskompensation in domainspeziﬁschen
Kontexten, wie zum Beispiel fu¨r Robotik [19], behandelt worden. Die modernen, sta¨ndig
voranschreitenden Robotersysteme bilden ein besonders anspruchsvolles Anwendungsgebiet
fu¨r die Kompensationsmethoden dynamischer Reibung [96]. Gerade die aktuellen, in Form
von Dissertationen erschienenen, Studien [52], [58] zeigen die Signiﬁkanz einer gezielten
Reibungskompensation im Kontext der gesamten Regelung des Roboters. Weitere aktuelle
anwendungsorientierte Studien [45], [11], [59] widmen sich der Notwendigkeit einer genau-
en Reibungskompensation in hoch-pra¨zisen Positionier-, Werkzeug- und Robotersystemen.
Die bekanntesten Kompensationsstrategien verwenden dabei die Modelle dynamischer Rei-
bung entweder in Form einer direkten Vorsteuerung oder in Form eines Beobachters der
Sto¨rgro¨ßen oder unmittelbar in Form eines Beobachters der Reibung in einem modellierten
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Gesamtsystem [73], [56], [109], [60], [44]. Die sich selbst einstellenden – beziehungsweise
adaptiven – Kompensatoren dynamischer Reibung sind zwar auch bekannt [7], [8], [10],
[64], werden allerdings aufgrund der mit der Stabilita¨t des geschlossenen Regelkreises ver-
knu¨pften Risiken weniger oder nur mit zusa¨tzlichen Einschra¨nkungen eingesetzt.
1.3 Ziele der Arbeit und Beitrag
Zielsetzung
Die Zielsetzung dieser Arbeit besteht darin, die Methoden zur pha¨nomenologischen Ab-
bildung dynamischer Reibung [5], [15], [72] fortsetzend weiter zu entwickeln und zu ihrer
Kompensation in geregelten Aktuatorsystemen [109], [45], [67], [64], [33], [11] beizutragen.
Eine grundlegende systemtheoretische Analyse der Entstehungs- und Wirkungsmechanis-
men kinetischer Reibung zwischen zwei sich bewegenden und dabei unmittelbar kontaktie-
renden Ko¨rpern ist hierfu¨r die Ausgangslage. In dieser Hinsicht lassen sich zwei Hauptziele
der Arbeit wie folgt formulieren:
• Analyse der Ursache-Wirkungs-Beziehungen kinetischer Reibung und der zu ihrer
Beschreibung bereits existierenden regelungstechnischen Ansa¨tze in Form von For-
malismen, Modellen, Methoden. Entwicklung eines geeigneten Modells dynamischer
Reibung, welches die bekannten Vorteile und Eigenschaften bisheriger Modellierungs-
ansa¨tze implementiert und gegebenenfalls ihre Schwachstellen beziehungsweise Dis-
krepanzen mit den beobachtbaren Pha¨nomenen der Reibung mo¨glichst umgeht.
• Anwendung der bereits bestehenden und neu entwickelten Kompensationsstrategien
zur Unterdru¨ckung der reibungsbezogenen Sto¨reﬀekte in den geregelten Aktuator-
systemen. Vergleich der Eﬃzienz verschiedener modellgestu¨tzter Kompensationsstra-
tegien mit Hilfe von Simulation und Experimenten, und zwar fu¨r mo¨glichst breit
deﬁnierte Bewegungsszenarien.
Experimentalsysteme
Drei unterschiedliche Anwendungsbeispiele, welche sich durch die Komplexita¨t der jeweili-
gen Konstruktionselemente und Anforderungen an die Leistung und Pra¨zision voneinander
unterscheiden, werden im Rahmen dieser Arbeit genutzt.
Erstes Anwendungsbeispiel ist das 1-DOF Aktuatorsystem, welches im Rahmen dieser
Arbeit am Lehrstuhl RST entwickelt wurde (siehe Anhang A.1). Das Aktuatorsystem be-
wegt eine rotationssymmetrische, beinahe homogene Last und deren Rotationsachse liegt in
der horizontalen Ebene. Infolge der kontinuierlichen Verfu¨gbarkeit des Systems und der Zu-
ga¨nglichkeit der sowohl fu¨r Identiﬁkations- als auch Regelungszwecke oﬀenen Schnittstellen
wurde der Großteil der experimentellen Ergebnisse an diesem Aktuatorsystem erzielt.
Als zweites Anwendungsbeispiel wird ein 2-DOF Positioniersystem des optischen Te-
leskops [94],[84] aus dem ITMO Laboratorium (St-Petersburg) verwendet (siehe Anhang
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A.2). Die in Betracht gezogene Basisachse des Aktuatorsystems liegt in der vertikalen Ebe-
ne, wobei die zu bewegende Plattform eine konzentrierte Last darstellt. Somit wird die
Dynamik der Basisachse durch die Konﬁguration der zweiten (horizontalen) Achse weniger
beeinﬂusst. Die Besonderheit des verwendeten Aktuatorsystems liegt in seinem
”
Direkt“-
Antrieb – ohne untersetzende Getriebe. Zudem ermo¨glicht eine inha¨rent hohe Komplexita¨t
der Antriebsdynamik sowie die Verfu¨gbarkeit hoch-pra¨ziser Messdaten es, die Tauglichkeit
der erarbeiteten Modellierungsansa¨tze nachzuweisen.
Als letztes Anwendungsbeispiel ist ein 6-DOF Standard-Industrieroboter aus dem La-
boratorium des Lehrstuhls RST als potentielles Einsatzfeld fu¨r die Kompensation dyna-
mischer Reibung in Gelenken gewa¨hlt (siehe Anhang A.3). Hier wird ausschließlich die
erste Basisachse, die in der vertikalen Ebene liegt und dabei die Gesamtmasse des Robo-
termanipulators bewegt, betrachtet. Es ist anzumerken, dass das betrachtete Roboterge-
lenk, sofern keine Modellierung des Roboters als Mehrgro¨ßensystem vorgenommen wird,
ein SISO (Single Input Single Output) System darstellt. Dennoch u¨ben alle fu¨nf in Serie
nachgeschalteten Roboterachsen mit ihren Freiheitsgraden und beweglichen Massen einen
signiﬁkanten Einﬂuss auf das Verhalten der ersten Basisachse aus. Aus Sicht der betrach-
teten 1-DOF Dynamik sind diese Einﬂu¨sse als unbekannte Sto¨rgro¨ßen anzusehen. Infolge
der schnittstellenbezogenen Restriktionen der industriellen Robotersteuerung wurden am
Industrieroboter ausschließlich Identiﬁkationsergebnisse erzielt.
Insgesamt dient die Einbeziehung von drei Aktuatorsystemen verschiedenster Bauart,
fu¨r welche dennoch die parasita¨ren Reibungseﬀekte von etwa gleicher Signiﬁkanz sind, dem
Nachweis der Generalisierungsfa¨higkeit des vorgestellten Ansatzes zur Modellierung dyna-
mischer Reibung. Vor allem verleihen die unterschiedlichen mechanischen Konﬁgurationen
der kontaktierenden und somit reibenden Konstruktionselemente und die breit gestreuten
Bereiche der zu bewegenden Lasten dem entwickelten Reibungsmodell eine Aussagekraft.
Gliederung des Beitrags
Gegliedert wird der Beitrag in Anlehnung an die aufgestellten Ziele der Arbeit. Das Kapitel
2 widmet sich der Modellierung kinetischer Reibung. Hier wird zuna¨chst die Modellierung
der statischen, und anschließend die der dynamischen Reibung behandelt, um die dadurch
zu beschreibenden – bereits bekannten – Pha¨nomene kinetischer Reibung ausfu¨hrlich zu er-
la¨utern. Zur Analyse der modelltechnisch abzubildenden Eﬀekte kinetischer Reibung wird
die Aktuatordynamik mit nichtlinearer Reibung, begleitet von mehreren durchgefu¨hrten
Experimenten, diskutiert. Basierend auf der Analyse der bereits existierenden Modellie-
rungsansa¨tze und auf den Erkenntnissen aus experimentellen Beobachtungen wird das neue
Zwei-Zustands-Modell mit Elasto-Plastizita¨t (kurz 2SEP) in Kapitel 3 eingefu¨hrt und mit
seinen grundsa¨tzlichen Formalismen und Eigenschaften ausfu¨hrlich beschrieben. In Kapitel
4 wird die Parameterscha¨tzung der Prozessreibung weitgehend angesprochen und sowohl
theoretisch als auch experimentell aufgezeigt. Anschließend werden das 2SEP Modell sowie
einige der Reibungsmodelle aus dem neusten Stand der Technik nach ihrer Identiﬁkation
quantitativ und quantitativ miteinander verglichen. Die ga¨ngigen Regelungskonzepte fu¨r
Aktuatorsysteme, so wie die in der Praxis am ha¨uﬁgsten vorkommen, werden in Kapitel 5
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kurz zusammengefasst. Dabei werden die Standard-Regelungskonzepte als eine Art
”
Basis“-
Regelungssysteme fu¨r eine erweiterte Reibungskompensation verstanden. Gegenstand des
Kapitels 6 ist die modellgestu¨tzte Reibungskompensation in Aktuatorsystemen, welche in
einem drehzahlgeregelten Betrieb zur Bewegung von Nutzlasten mit hoher Dynamik konzi-
piert sind. Drei verschiedene Kompensationsstrategien, die allerdings alle das identiﬁzierte
2SEP-Modell verwenden und eine lineare hierzu robust ausgelegte Basis-Regelung erwei-
tern, werden einzeln in Details vorgestellt und analysiert. Anschließend werden in Kapitel
7 die vorgestellten Kompensationsstrategien im Kontext einer experimentellen Evaluierung
miteinander verglichen. Im Sinne der Robustheit gegenu¨ber den variierenden Reibungsver-
ha¨ltnissen im System werden die Kompensationsstrategien in Abha¨ngigkeit von einer sich
kontinuierlich a¨ndernden Betriebstemperatur zusa¨tzlich getestet. Das Kapitel 8 fasst die
Ergebnisse der Arbeit zusammen und gibt einen Ausblick auf weiterfu¨hrende Arbeiten auf
dem Gebiet.
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Kapitel 2
Modellierung kinetischer Reibung
In diesem Kapitel wird die Modellierung kinetischer Reibung behandelt. Zuerst werden
die klassischen Ansa¨tze zur Beschreibung statischer Reibung vorgestellt, wobei diese aus
Sicht der Kinetik mehr ein quasi-stationa¨res Reibungsverhalten bei einer konstanten Rela-
tivgeschwindigkeit und weniger die Haftreibung der ruhenden Ko¨rper darstellen. Anschlie-
ßend wird der heutige Stand der Forschung auf dem Gebiet der heuristischen dynamischen
Reibungsmodelle vorgestellt und die einzelnen fortgeschrittenen Reibungsmodelle mit ih-
ren grundsa¨tzlichen Eigenschaften werden beschrieben. Hierzu wurden Dahl- [24], LuGre-
[114], Ein-Zustands- elasto-plastisches [28] und GMS- [4] Modelle als die meist etablierten
Ansa¨tze gewa¨hlt. Ferner wird die Aktuatordynamik mit nichtlinearer Reibung ausfu¨hrlich
behandelt. Eine Reihe experimenteller Beobachtungen dient der Analyse und Erla¨uterung
des Verhaltens im Frequenzbereich, des Stick-slip-Verhaltens sowie der Losbrechbedingun-
gen und des Anfangs der Makrobewegung im System mit nichtlinearer Reibung. Besondere
Beachtung ﬁndet dabei der Geda¨chtnis-Eﬀekt der Pre-sliding-Hysterese sowie des daraus
resultierenden Drift-Eﬀektes bei den Mikrobewegungen des Systems.
Die in diesem sowie im na¨chsten Kapitel vorgefu¨hrten Simulationsergebnisse dienen
einer qualitativen Analyse und Beschreibung der Modelleigenschaften und sind meist in
den normierten (einheitslosen) Gro¨ßen angegeben. Dabei sind den Modellparametern keine
identiﬁzierten sondern – im Hinblick auf die Anschaulichkeit der darzustellenden Eigen-
schaften/Eﬀekte – gewa¨hlten Werte zugewiesen. Allerdings sind die Zeitachsen aufgrund
der zum Vergleich verwendeten verschiedenen Frequenzen (in Hz) ha¨uﬁg mit der entspre-
chenden sec (oder s) Einheit gekennzeichnet.
2.1 Statische Reibung
Der einfachste Weg zur Beschreibung der Reibung zwischen zwei Kontaktﬂa¨chen ist die
Verwendung des Coulombschen Reibungsgesetzes. C. A. de Coulomb fu¨hrte als erster [25]
die tangential wirkende Reibungskraft
Fc = μFN (2.1)
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ein, welche proportional zur Normalkraft FN und zur Beschaﬀenheit der Kontaktﬂa¨chen,
beschrieben durch den Reibungskoeﬃzienten μ, angenommen wird. Zudem kann der Rei-
bungskoeﬃzient als eine Funktion der Kontaktzeit μ(t) aufgefasst werden, um so eine Ver-
klammerung zwischen den Kontaktﬂa¨chen (auch als Adha¨sion bekannt) auf tribologischer
Ebene zu beru¨cksichtigen. Werden u¨berwiegend kinetische Reibungseﬀekte in Betracht ge-
zogen, wird die Reibungskraft zwischen zwei Kontaktﬂa¨chen weiterhin in Abha¨ngigkeit der
Relativgeschwindigkeit w aufgefasst. Die konstante Coulombsche Reibung wird als eine
statische Kennlinie mit Vorzeichenwechsel bei der Null-Geschwindigkeit wie in Abbildung
2.2 (a) dargestellt und dabei u¨ber
F = sign(w)Fc (2.2)
beschrieben. Dabei ist die ra¨umliche Einordnung zwischen der Normalkraft, Relativge-






Abbildung 2.1: Ra¨umliche Einordnung der Normalkraft, Relativgeschwindigkeit und Rei-
bungskraft bei den zwei kontaktierenden Ko¨rpern
Die Unstetigkeit der kinetischen Reibung bei der Null-Geschwindigkeit ist die allgemein
gu¨ltige Schwa¨che dieser Darstellungsform, was in gleicher Weise fu¨r alle weiteren bekann-
ten statischen Reibungsmodelle gilt. Infolgedessen wird bei den praktischen, kompensa-
tionsorientierten Anwendungen ha¨uﬁg anstelle des Sprunges eine steile Flanke in einem
vordeﬁnierten nahe zur Null liegenden Geschwindigkeitsbereich verwendet. Neben der tro-
ckenen Coulombschen Reibung der konstanten Gro¨ße erscheint mit einer anwachsenden
Relativgeschwindigkeit die viskose Reibung aufgrund einer Abscherung des Schmierﬁlms
zwischen beiden reibenden Kontaktﬂa¨chen. Vielfach nimmt man eine lineare Abha¨ngigkeit
der viskosen Reibung von der Relativgeschwindigkeit an. Zur Modellierung der statischen
Reibung wird weiter der konstante Coulombsche Term mit dem viskosen Term kombiniert
F = sign(w)Fc + σ w , (2.3)
wobei σ den Viskosita¨tskoeﬃzienten des Schmiermediums bezeichnet. Aufgrund eines li-
nearen Zusammenhangs zur Relativgeschwindigkeit wird der Viskosita¨tskoeﬃzient ha¨uﬁg
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als eine viskose Da¨mpfungskonstante verstanden. Die sich aus der Kombination ergeben-
de statische Kennlinie der Coulombschen und der viskosen Reibung ist beispielsweise in


















Abbildung 2.2: Statische Kennlinie Coulombscher (a) und viskoser Reibung (b)
Die zeitvarianten Betriebszusta¨nde, insbesondere die Betriebstemperatur, verursachen
zusa¨tzliche Unsicherheiten bei der Modellierung kinetischer Reibung. In Abha¨ngigkeit von
der Temperatur a¨ndert sich die Viskosita¨t des zwischen den kontaktierenden Konstrukti-
onselementen verwendeten Schmiermediums. So nimmt beispielsweise die Viskosita¨t eines
Schmiero¨ls mit zunehmender Temperatur nahezu exponentiell ab. Daru¨ber hinaus erfolgen
zu einem gewissen Grad temperaturbedingte strukturelle A¨nderungen an den Kontaktﬂa¨-
chen der reibenden Ko¨rper, so dass die beiden Hauptfaktoren der trockenen und viskosen
Reibung als Funktionen der Betriebstemperatur Fc(τ) und σ(τ) dargestellt werden ko¨nnen.
Obwohl eine explizite Modellierung der Reibungseﬀekte in Abha¨ngigkeit von der Betriebs-
temperatur als a¨ußerst vorteilhafter erscheint, wird diese Strategie in den kompensations-
orientierten Ansa¨tzen meist nicht verfolgt. Zum einen sprechen die komplexen thermody-
namischen Gesetzma¨ßigkeiten gegen eine leicht parametrisierbare und praxistaugliche Mo-
dellbildung kinetischer Reibung, zum anderen ist die Ermittlung der Betriebstemperatur
unmittelbar auf den Kontaktﬂa¨chen der reibenden Ko¨rper entweder mit einem zu hohen
messtechnischen Aufwand oder, im Falle einer Zustandsscha¨tzung, mit den zu starken Mo-
dellunsicherheiten verbunden. Stattdessen werden vielmehr die Modellparameter mit Hilfe
der entsprechenden Adaptionsverfahren [38] wa¨hrend der Laufzeit angepasst, um somit
dem zeitvarianten Reibungsverhalten im Prozess gerecht zu werden. Neben der trockenen
und viskosen Gleitreibung, bei der die Relativgeschwindigkeit w(t) = 0 angenommen wird,
wird die kinetische Reibung indirekt durch die Haftreibung beeinﬂusst. Diese ist in der
Regel gro¨ßer als die konstante Coulombsche Reibung und beschreibt die maximal auftre-
tende Reibkraft (auch als Losbrechkraft bezeichnet) unmittelbar bevor sich ein ruhender
Ko¨rper in Bewegung setzt. Somit ist die Haftreibung keine Funktion der Geschwindigkeit,
sondern vielmehr die Reaktionskraft auf die angreifenden externen Kra¨fte/Momente, die
einen Ko¨rper aus seiner Ruhelage in Bewegung versetzen. Die Haftreibung ihrerseits ha¨ngt
wiederum von der Normalkraft und der Beschaﬀenheit der Kontaktﬂa¨chen ab und kann
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analog zur Coulombschen Reibungskraft als
Fs ≤ μh FN (2.4)
aufgefasst werden. Allerdings ergibt sich fu¨r die Haftreibung anstelle einer Gleichung die
Ungleichung (2.4), in der die Haftreibungszahl μh hauptsa¨chlich durch die Rauigkeit und
Materialart der Kontaktﬂa¨chen bestimmt wird. Der U¨bergang zwischen der Haft- und
Gleitreibung im Bereich kleiner Relativgeschwindigkeiten wird durch den Stribeck-Eﬀekt
charakterisiert, benannt nach R. Stribeck, der sich mit den Eigenschaften der Gleit- und
Rollenlager bescha¨ftigte und die empirisch ermittelte U¨bergangskurven zuerst in [106] ver-
o¨ﬀentlichte. Die so genannten statischen Stribeck-Kurven sind beispielsweise in Abbildung
2.3 dargestellt. Die Stribeck-Kurve ist dadurch gekennzeichnet, dass der Reibwert nach der
U¨berwindung der Losbrechkraft zuerst mit der steigenden Relativgeschwindigkeit absinkt
und anschließend den Verlauf der linear steigenden viskosen Reibung erneut aufnimmt.
Bei der viskosen Gleitreibung wird zuerst ein hydrodynamischer Druck des Schmiermedi-
ums zwischen beiden Kontaktﬂa¨chen aufgebaut, der zu einer Reibungsabsenkung hinfu¨hrt.
Mit einer weiterhin steigenden Relativgeschwindigkeit erfolgt das Abscheren des entstan-
denen Schmierﬁlms, und die gesamte Reibungskraft na¨hert sich asymptotisch dem linearen
viskosen Verlauf der Kennlinie. Nach einem a¨hnlichen Prinzip entwickelt sich der Stribeck-
Eﬀekt im Falle der Trockenreibung, bei der sich die Zeit zum Ineinander-
”
Versinken“ der
Kontaktﬂa¨chen mit der steigenden Relativgeschwindigkeit zuerst verku¨rzt und die Rei-
bung zwischen den beiden Kontaktﬂa¨chen entsprechend abnimmt, die weiterhin steigende
Relativgeschwindigkeit aber anschließend zu einem ho¨heren Energieniveau der aneinander

























Abbildung 2.3: Statische Kennlinie des Stribeck-Modells der Reibung mit einem positiven
(a) und einem negativen (b) Formfaktor δ
Die meist verbreitete mathematische Form zur Beschreibung des Stribeck-Eﬀekts ist
s(w) = sgn(w)
(
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bei der die statische Kennlinie durch die Haftreibung nach oben und durch die konstan-
te Coulombsche Reibung nach unten begrenzt ist. Die Kru¨mmungsparameter Vs und δ
bezeichnen die so genannte Stribeck-Geschwindigkeit und den Stribeck-Formfaktor ent-
sprechend. Die Stribeck-Geschwindigkeit bestimmt, wie schnell die Stribeck-Kurve gegen
die konstante Coulombsche Reibung konvergiert und somit, in welchem Geschwindigkeits-
bereich der U¨bergang zwischen der Haft- und Gleitreibung vollendet wird. Der Formfaktor
bestimmt den Exponentialverlauf dieses U¨bergangs und kann fu¨r verschiedene Reibﬂa¨chen
sowohl einen positiven als auch einen negativen Betrag annehmen (wie in Abbildung 2.3
(a) und (b) entsprechend dargestellt). Kombiniert mit der bereits eingefu¨hrten linearen
viskosen Reibung ergibt sich die gesamte statische Reibungskennlinie als
S(w) = sgn(w)
(







+ σ w , (2.6)
und wird oftmals als statisches Reibungsmodell angesehen und als Stribeck-Modell be-
zeichnet. Die Stribeck-Parameter und somit die Form der Stribeck-Kurve werden zusam-
men mit der viskosen Reibung durch mehrere Prozessparameter gleichzeitig beeinﬂusst, wie
zum Beispiel den zeitlichen Nachlauf, die Rauheit der Kontaktﬂa¨chen, das Schmiermedium,
die Unebenheitsparameter, – vor allem deren Steiﬁgkeit und Tra¨gheit. Demzufolge besteht
eher die Mo¨glichkeit, die Modellparameter aus den experimentellen Messdaten zu ermit-
teln als diese aus den vorhandenen Kenndaten des Systems analytisch zu berechnen. Die
Identiﬁkationsansa¨tze zur Parameterscha¨tzung der Reibung werden ausfu¨hrlicher in Kapi-
tel 4 vorgestellt. Das statische Reibungsmodell liefert eine zufriedenstellende Beschreibung
des Reibungsverhaltens unter den quasi-statischen Bedingungen, oder mit anderen Worten
bei den konstanten oder sich nur langsam a¨ndernden Relativgeschwindigkeiten ohne Rich-
tungswechsel. Die bei der Null-Geschwindigkeit auftretende Unstetigkeit stellt das gro¨ßte
Hindernis bei der Beschreibung der geschlossenen Systemdynamik dar.
Man betrachte zum Beispiel eine einfache Systemdynamik erster Ordnung der Form
J w˙ + F (w) = u , (2.7)
bei der die Bewegung der Masse J ausschließlich durch eine nichtlineare statische Reibung
F , beschrieben mit (2.6), geda¨mpft wird. Nimmt die Eingangsgro¨ße u die Form einer linear
steigenden Flanke an, erfolgt ein kontinuierlicher Anstieg der Relativgeschwindigkeit mit
einer bestimmten Zeitverzo¨gerung, und zwar erst, nachdem die Losbrechkraft u¨berwunden
und die tra¨ge Masse beschleunigt wird (siehe Abbildung 2.4). Der wa¨hrend der Verzo¨ge-
rungsphase auftretende Stick-Slip-Eﬀekt (siehe [13] fu¨r ausfu¨hrliche Details) sorgt jedoch
dafu¨r, dass das System eine Reihe versetzter periodischer Mikrobewegungen ausfu¨hrt, bevor
die Relativgeschwindigkeit anfa¨ngt, kontinuierlich anzuwachsen. Die Geschwindigkeitsant-
wort des modellierten Systems in Abbildung 2.4 zeigt zwar ein hochfrequentes Rattern um
den Nullpunkt, stellt allerdings keine charakteristischen Mikrobewegungen des Stick-Slip-
Eﬀekts dar. Eine Diskontinuita¨t des statischen Reibungsmodells verursacht das Auftreten
des ratternden Musters, dessen Form vielmehr vom Typ des verwendeten Simulations-
Solvers abha¨ngt und keiner modellierten physikalischen Gegebenheit entspricht. Die mit
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Abbildung 2.4: Geschwindigkeitsantwort des Systems mit statischer Reibung auf eine linear
ansteigende Eingangsgro¨ße simuliert mit verschiedenen numerischen Solvern
der fest eingestellten Schrittweite von 100 μs verwendeten Simulations-Solver von MAT-
LAB/Simulink sind von der ersten Ordnung (Euler-Methode) – dargestellt in (a), zweiten
Ordnung (Heun-Methode) – dargestellt in (b) und dritten Ordnung (Bogacki-Shampine-
Methode) – dargestellt in (c). An dieser Stelle ist anzumerken, dass die Verwendung eines
Simulations-Solvers mit variabler Schrittweite das Auftreten eines hochfrequenten Ratterns
zwar reduzieren kann, allerdings eine stark zunehmende Rechenzeit fu¨r die nahezu Null Ge-
schwindigkeiten zur Folge hat. Zudem ist zu erwa¨hnen, dass die variable Schrittweite durch
die Solver-Steuerung lediglich je nach Bedarf kleiner gewa¨hlt wird, wobei die einzustellen-
den Simulationsparemeter – die minimale Schrittweite und die absolute Fehlertoleranz –
diese Wahl nach unten einschra¨nken. Die grundsa¨tzliche Problematik einer Unstetigkeit im
Ru¨ckkopplungszweig der Simulationsrechnung wird dadurch nicht gelo¨st.
2.2 Dynamische Reibung
Die gro¨ßte Schwierigkeit bei der Modellierung kinetischer Reibung besteht darin, dass
”
...the motion never starts or stops abruptly and micro-sliding displacements are actually
observed“ [13]. Diese der physikalischen Gegebenheit zugrunde liegende Eigenschaft ki-
netischer Reibung scheint mit statischen Modellierungsansa¨tzen nicht zu u¨berwinden zu
sein. Die Erkenntnis des Vorliegens inha¨renter Reibungsdynamik [35], [14], [16] erforderte
die Herleitung und Entwicklung dynamischer Reibungsmodelle, die in der Lage sind, eine
Diskontinuita¨t um die Null-Geschwindigkeit zu umgehen und das U¨bergangsverhalten zwi-
schen der Haft- und Gleitreibung sinngema¨ß zu beschreiben. Hier haben sich im Laufe der
Zeit die Begriﬀe Pre-sliding- und Sliding-Regime der kinetischen Reibung durchgesetzt.
Sie spiegeln eine pha¨nomenologische Ursache-Wirkung-Beziehung wider. Im Pre-sliding-
Regime wirkt die kinetische Reibung u¨berwiegend als eine Funktion des relativen Versatzes
(oder der Position), wa¨hrend das Sliding-Regime die kinetische Reibung als eine Funktion
der Relativgeschwindigkeit versteht. Nach den ju¨ngsten grundlegenden Vero¨ﬀentlichungen
[5], [15] zur Analyse dynamischer Reibungseﬀekte lassen sich folgende signiﬁkante Merk-




Abbildung 2.5: Dynamische Reibung als U¨bertragungsglied
male festhalten: (i) Reibungshysterese im Pre-sliding-Regime; (ii) stationa¨res Reibungs-
verhalten beschrieben durch die Stribeck-Kurve im Sliding-Regime; (iii) Reibungsnachlauf
(frictional lag) beim U¨bergangsverhalten. Dabei unterscheidet die modellierte Pre-sliding-
Hysterese nach lokalem und nicht-lokalem Geda¨chtnis sowie nach frequenzabha¨ngigem und
-unabha¨ngigem Charakter. Diesen Modellierungsaspekten dynamischer Reibung im Pre-
sliding-Regime wird in Abschnitt 2.3 besondere Aufmerksamkeit gewidmet. Als ein nichtli-
neares U¨bertragungsglied im regelungstechnischen Sinne la¨sst sich die dynamische Reibung
wie in Abbildung 2.5 darstellen. Die eingehende Relativgeschwindigkeit w verursacht die
in die Gegenrichtung wirkende Reibungskraft (Reibungsmoment) F . Die bereits erwa¨hn-
ten komplexen Vorga¨nge dynamischer Reibung werden dabei durch interne Zusta¨nde und
Parameter abgebildet.
Es u¨berrascht, dass bereits in den sechziger Jahren P. R. Dahl ein dynamisches Rei-
bungsmodell [24] vero¨ﬀentlichte, welches weitgehend zur Simulation von Systemen mit
Kugellagern verwendet und eine Zeit lang als Standardmodell bei der Luftfahrtindustrie
eingesetzt wurde. Der Einsatz der nichtlinearen Diﬀerentialgleichung ermo¨glichte einen
stetigen U¨bergang zum stationa¨ren Reibungswert nach Anfang der Bewegung oder de-
ren Richtungswechsel. Erst wesentlich spa¨ter wurde mit der Einfu¨hrung interner, nicht
messbarer, aber dennoch beobachtbarer Zusta¨nde kinetischer Reibung ein weiterer Mei-
lenstein bezu¨glich der Modellierung dynamischer Reibungseﬀekte gelegt. Wie bereits in
[47] und spa¨ter in [35] und [114] beschrieben, ko¨nnen die Kontaktﬂa¨chen zweier aneinan-
der reibender Ko¨rper mit Hilfe des so genannten Borsten-Modells approximiert dargestellt
werden. Die reibenden Kontaktﬂa¨chen sind auf der Mikroebene hoch irregula¨r und stellen
eine Art Gebirgslandschaft dar, wie in Abbildung 2.6 (a) exemplarisch verdeutlicht. Das
zwischen den Kontaktﬂa¨chen eingefu¨hrte Schmiermedium bildet einen du¨nnen Film, wel-
cher das Eindringen beider Kontaktﬂa¨chen ineinander reduziert und somit der Entstehung
von Kontaktstellen zwischen den Fla¨chenunebenheiten entgegenwirkt. Bei einer Relativbe-
wegung der kontaktierenden Ko¨rper erscheint die tangentiale Reibungskraft infolge eines
Zusammenwirkens von Anhaftung und Deformation einzelner Fla¨chenunebenheiten, durch
deren u¨berlagertes Verhalten der gesamte Reibungseﬀekt hervorgebracht wird. Im Borsten-
Modell werden die kontaktierenden Fla¨chenunebenheiten durch die einzelne Borsten einer
Bu¨rste approximiert, wie in Abbildung 2.6 (b) anschaulich dargestellt. Aufgrund hoher Un-
gleichma¨ßigkeit und eher stochastischer als systematischer Verteilung der kontaktierenden
Fla¨chenunebenheiten werden lediglich die mittleren La¨ngen und Absta¨nde der Borsten in
Betracht gezogen. Dabei sind beide Gro¨ßen fu¨r die physikalische Gegebenheit der Kon-






Abbildung 2.6: Schroﬀheit reibender Kontaktﬂa¨chen mit dem Schmiermedium (a) und ihre
Approximation durch das Borsten-Modell (b)
taktﬂa¨chen und des Schmiermediums charakteristisch. In den meisten bisherigen Ansa¨tzen
verhalten sich die modellierten Borsten wie elastische Federn, wodurch die entstehende Rei-
bungskraft einer der Borstendeformation entsprechenden mittleren Ru¨ckstellkraft gleich-
kommt. Falls die eingesetzte und somit eine Relativbewegung erzeugende Kraft ausreichend
groß ist, erreichen die Borsten ihre maximale Deformation, sowie den Losbrechzustand, wel-
cher einen U¨bergang zwischen der Haft- und Gleitreibung auslo¨st. In Folge beginnen die
Borsten beider Kontaktﬂa¨chen u¨bereinander zu gleiten und das Reibungssystem beﬁndet
sich anschließend im Sliding-Regime.
Ein weiteres Beispiel der Fru¨hentwicklung dynamischer Reibungsmodelle stellt das in
[43] vero¨ﬀentlichte Iwan-Modell dar, dessen Ursprung in die Strukturmechanik zuru¨ckfu¨hrt
und das dank seiner Topologie als Anstoß und Motivation zur Entwicklung weiterer dy-
namischer Reibungsmodelle mit partiell verteilten Parametern diente. Das Iwan-Modell
sieht eine Parallelanordnung mehrerer zusammengeschalteter Feder- und Slider-Elemente
(auch als Jenkins-Elemente bekannt) vor, die an einen gemeinsamen Aufnahmepunkt der
Kraft beziehungsweise der Bewegung geknu¨pft sind. Zudem sind die elementaren Feder-
und Slider-Elemente einzeln parametrisierbar, wodurch ein nach dem Superpositionsprin-
zip wirkendes verteiltes System mit geda¨chtnisbehaftetem Verhalten entsteht. Aufgrund
seiner starken strukturellen A¨hnlichkeit zu den spa¨ter entwickelten und weiter fortgeschrit-
tenen Reibungsmodellen wird auf eine detaillierte Beschreibung des Iwan-Modells in dieser
Arbeit verzichtet. Ein dem Iwan-Modell sehr nah kommender Ansatz zur Beschreibung
dynamischer Reibung basiert auf der so genannten Maxwell-Slip Struktur, welche mehrere
elasto-plastische Slider-Elemente parallel zu einander schaltet und somit die Abbildung der
Reibungshysterese mit dem nicht-lokalen Geda¨chtnis ermo¨glicht. Die geometrische Inter-
pretation des nicht-lokalen Geda¨chtnisses entsteht, indem sich der Verlauf einer a¨ußeren
Hystereseschleife nach dem Schließen einer inneren Hystereseschleife an der gleichen Stelle
fortsetzt, so dass das System sich die Eintrittsstellen der inneren Hystereseschleifen merkt
und dadurch ein nicht-lokales Geda¨chtnis seiner vorherigen Zusta¨nde realisiert.
Die Maxwell-Slip Struktur besteht aus L elasto-plastischen Slider-Elementen, die par-










Abbildung 2.7: Maxwell-Slip Struktur elasto-plastischer Slider-Elemente
allel zueinander mit einem gemeinsamen Eingang verknu¨pft sind – wie in Abbildung 2.7
dargestellt. Der Eingang w(t) wird in Assoziation mit einer extern erzeugten Relativbewe-
gung gebracht, so dass die einzelnen Elemente durch ihre elastischen Verbindungsfedern
mit der Steiﬁgkeit ki einer tangential wirkenden Kraft ausgesetzt sind. Dabei bleiben die
Elemente haften, bis eine festgelegte Losbrechbedingung Wi auftritt, worauf folgend das
jeweilige Element zu gleiten beginnt. Dies charakterisiert den U¨bergang einzelner Elemente
in das Sliding-Regime, wobei die jeweiligen Werte ki und Wi die verteilten Modellparame-
ter darstellen. Einmal zum Sliding-Regime gewechselt, verbleibt das jeweilige Element im
Gleitvorgang, bis eine Bewegungsumkehr erfolgt und die eingehende Relativgeschwindigkeit
ihr Vorzeichen wechselt.
2.2.1 Dahl-Modell
Das Dahl-Modell [24] stellt eine Erweiterung der Coulombschen Reibung dar, wobei je-
doch ein glatter U¨bergang um die Null-Geschwindigkeit mo¨glich wird. Dabei wird die Rei-
bung im Pre-sliding-Regime mit Hilfe stationa¨rer Hystereseschleifen approximiert, welche
in Form von nichtlinearen Diﬀerentialgleichungen erster Ordnung ha¨uﬁg zur Beschreibung
der Kraft und Bewegung verwendet werden. Die Reibungsdynamik ist als eine nichtlinea-











Zusa¨tzlich zur statischen Haftreibung Fh, an deren Stelle oftmals die Coulombsche Rei-
bung eingesetzt wird, wird das Dahl-Modell u¨ber zwei weitere Faktoren parametrisiert.
Dabei beschreibt σ0 die Steiﬁgkeit der Haftkontakte bei einem Richtungswechsel, der Ex-
ponentialfaktor d bestimmt die Form der Pre-sliding-Hysterese. Ein typischer Verlauf der
Pre-sliding-Hysterese, berechnet mit Hilfe des Dahl-Modells fu¨r eine anwachsende, periodi-
sche Eingangsgro¨ße, ist in Abbildung 2.8 (a) dargestellt. Ausgehend von einer Ruhelage




















Abbildung 2.8: Dynamisches Verhalten des Dahl-Modells: (a) Pre-sliding-Hysterese, (b)
Geschwindigkeitshysterese bei anwachsender Frequenz f = 0.1–10 Hz
q = 0 steigt die Reibungskurve asymptotisch an und beha¨lt den erreichten stationa¨ren
Wert bis zum na¨chsten Richtungswechsel der Relativbewegung bei. Ein Richtungswechsel
der Eingangsgeschwindigkeit lo¨st eine Neuentwicklung des gegengerichteten Astes der Hys-
teresekurve aus, worauf folgend die Reibung wiederum ihren stationa¨ren Wert, diesmal mit
dem anderen Vorzeichen, erreicht. Unabha¨ngig vom Frequenzbereich der Eingangsposition
und somit der Ho¨he der Eingangsgeschwindigkeit bleiben sowohl die Form der entstehenden
Hystereseschleifen als auch das Sa¨ttigungsniveau des stationa¨ren Wertes (siehe Abbildung
2.8 (b)) unvera¨ndert, was unmittelbar auf eine Schwachstelle des Dahl-Modells hindeu-
tet. Zum einen beru¨cksichtigt das Dahl-Modell weder den Stribeck-Eﬀekt noch die viskose
geschwindigkeitsproportionale Reibung im Sliding-Regime, zum anderen weist es kein Ge-
da¨chtnis auf und ist dadurch lediglich zur Analyse stationa¨rer periodischer Bewegungen
mit maximal zwei Richtungswechseln pro Zyklus geeignet (siehe [5] fu¨r mehr Details).
2.2.2 LuGre-Modell
Mit dem in [114] vero¨ﬀentlichten LuGre- (Lund-Grenoble) Modell schlugen C. Canudas de
Wit et al. eine Beschreibungsform dynamischer Reibung vor, welche einen glatten U¨bergang
zwischen dem Pre-sliding- und Sliding-Regime mit Hilfe eines internen Zustandes und einer
entsprechenden nichtlinearen Zustandsgleichung ermo¨glichte und gleichzeitig einige Ma¨ngel
des Dahl-Modells beseitigte. Der eingefu¨hrte interne Zustand z dient zur Abbildung der
Reibungsdynamik im Pre-sliding-Regime und repra¨sentiert die mittlere Durchbiegung der
Borsten zweier Kontaktﬂa¨chen. Die gesamte Reibungskraft ist als




deﬁniert und stellt eine Linearkombination des internen Zustandes, seiner Dynamik und des
linearen viskosen Terms dar. Dabei beschreiben σ0, σ1 und σ2 die Steiﬁgkeit der Borsten,
den mikro-viskosen Reibungsfaktor und den bereits eingefu¨hrten viskosen Reibungsterm
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(oder die viskose Da¨mpfung) gleichermaßen. Die Zustandsdynamik
dz
dt
= w − σ0 w
s(w)
z (2.10)
erster Ordnung erla¨utert das U¨bergangsverhalten der kinetischen Reibung, dessen Zeit-
konstante ihrerseits von der Geschwindigkeit abha¨ngt. Ersichtlich wird dies, wenn eine
ha¨uﬁg umkehrende Relativbewegung mit den variierenden Geschwindigkeiten dennoch in-
nerhalb eines geschlossenen und dem Pre-sliding-Regime entsprechenden Positionsbereichs




































Abbildung 2.9: Pre-sliding-Verhalten des LuGre-Modells: Eingangsverlauf der Relativge-
schwindigkeit (a), Ausgangsverlauf der Reibungskraft (b), Pre-sliding-Hysterese (c)
gungsproﬁl innerhalb eines deﬁnierten Positionsbereiches resultiert in einem Eingangsver-
lauf der Relativgeschwindigkeit, bestehend aus mehreren Spru¨ngen mit Vorzeichenwech-
sel und verschiedenen Ho¨hen – wie in Abbildung 2.9 (a) aufgezeigt. Der mit Hilfe des
LuGre-Modells berechnete Ausgangsverlauf der Reibungskraft, sichtbar in Abbildung 2.9
(b), zeigt deutliche Unterschiede in Bezug auf die Anstiegszeiten beim U¨bergangsverhalten
einzelner Richtungswechsel auf, wobei ein stationa¨rer Zustand aufgrund der geringen Lauf-
zeiten in mehreren Fa¨llen gar nicht erreicht wird. Gleichzeitig weist die charakteristische
Pre-sliding-Hysterese – vergleiche Abbildung 2.9 (c) – eine Gleichfo¨rmigkeit einzelner ge-
schlossener Hystereseschleifen auf, was auf die Abha¨ngigkeit kinetischer Reibung eher von
der Relativposition und nicht so sehr von der Relativgeschwindigkeit hindeutet.
Das stationa¨re Reibungsverhalten, beschrieben mit Hilfe des LuGre-Models, wird durch
die bereits eingefu¨hrte Stribeck-Kurve abgebildet, gegen welche die kinetische Reibung nach
ihrem U¨bergangsverhalten konvergiert. Dabei wird das Konvergenzverhalten im Wesentli-
chen durch die beiden Gewichtungsfaktoren σ0 und σ1 beeinﬂusst. Bei steigender Frequenz
der Eingangsgeschwindigkeit dehnt sich die Geschwindigkeitshysterese aus, wie beispiels-
weise fu¨r eine Chirp-Anregung mit der Bandbreite 0.001–10 Hz in Abbildung 2.10 darge-
stellt. Bei einer Erho¨hung der Steiﬁgkeit steigt die Reibungskurve schneller an, wodurch

















































Abbildung 2.10: U¨bergangsverhalten dynamischer Reibung bei der Variation der Steiﬁgkeit
σ0 (a–b) und des mikro-viskosen Faktors σ1 (c–d) des LuGre-Modells
die gesamte, resultierende Geschwindigkeitshysterese enger zusammengezogen wird (ver-
gleiche (a) und (b) in Abbildung 2.10). Dies reduziert den so genannten Reibungsnachlauf,
auch bekannt als
”
frictional lag“ [5], welcher einen signiﬁkanten Reibungseﬀekt wa¨hrend
einer positiven beziehungsweise negativen Beschleunigung der Relativbewegung darstellt.
Anderseits wird die interne Reibungsdynamik durch den mikro-viskosen Reibungsfaktor
ebenfalls gewichtet, was zur Folge hat, dass ein U¨berschwingen bei der Konvergenz der
Reibungskurve fu¨r die steigenden Eingangsfrequenzen auftritt, wie aus Abbildung 2.10 (c)
und (d) ersichtlich. Physikalisch bedeutet dies ein spa¨teres Erreichen der Losbrechbedin-
gungen, verschoben in Richtung ho¨herer Geschwindigkeiten, und eine gleichzeitige Erho¨-
hung der Losbrechkraft, nach deren Auftritt die Reibungstrajektorie erneut zum Verlauf
der Stribeck-Kurve konvergiert. Trotz einer im Vergleich zu den Vorga¨ngermodellen deut-
lich verbesserten Genauigkeit bei der Beschreibung dynamischer Reibungseﬀekte weist das
LuGre-Modell eine Schwachstelle auf, die sich in einer Positionsdrift beim Anbringen einer
oszillierenden Anregung unterhalb der Losbrechkraft a¨ußert. Allerdings ist die pha¨nome-
nologische Natur der Positionsdrift heutzutage weit umstritten. Dies beruht auf den analy-
tischen U¨berlegungen, zu deren Besta¨tigung – beziehungsweise Widerlegung – eine Reihe
aussagekra¨ftiger, weil schwer realisierbarer Experimente fehlt. So ist die Positionsdrift, in
[17] auch als plastisches Gleiten bezeichnet, die Folge eines elasto-plastischen Verhaltens
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im U¨bergangsbereich und somit charakteristisch fu¨r eine elasto-plastische Verformung der
kontaktierenden Fla¨chenunebenheiten. Allerdings stellt die Positionsdrift laut [5] ein un-
echtes Pha¨nomen des Reibungsverhaltens dar, welches infolge des fehlenden nicht-lokalen
Geda¨chtnisses bei der Abbildung der Pre-sliding-Hysterese auftritt. Eigene Untersuchungen
des Pre-sliding Verhaltens dynamischer Reibung [88] bekra¨ftigen die Entstehung der Positi-
onsdrift bei einer periodischen Anregung unterhalb der konstanten Coulombschen Reibung
und zeigen einzelne Experimente zu deren Besta¨tigung. Allerdings erha¨lt die beobachtbare
Positionsdrift einen langsam in die Sa¨ttigung verlaufenden Charakter und steht im Gegen-
satz zum LuGre-Modell in keinem Widerspruch zu den stabilen Grenzzyklen [105], gegen
welche das periodisch angeregte Reibungssystem verlaufen kann.























Abbildung 2.11: Positionsdrift bei der Eigenbewegung des Systems zweiter Ordnung mit
dynamischer Reibung beschrieben durch das LuGre-Modell
Die Auswirkung des Drifteﬀekts auf die Systemdynamik zweiter Ordnung ist anhand
der Eigenbewegungen erla¨utert. Ein Massen-Feder-Da¨mpfer System
J w˙ + F (w) +K q = 0 , (2.11)
besitzt die lineare Masse J die Steiﬁgkeit K und die nichtlineare Da¨mpfung F (w), welche
durch das LuGre-Reibungsmodell erfasst wird. Bei den Anfangswerten des Zustands q0 = 0
und w0 = 0 verlaufen die Trajektorien der Eigenbewegung abklingend in Richtung einer von
Null abweichenden Ruhelage, wie in Abbildung 2.11 (a) dargestellt. Dabei verla¨sst die Zu-
standstrajektorie den eingetretenen Grenzzyklus (angezeigt bei Ellipse mit Strichlinie) und
bewegt sich weiter nach links in Richtung des stationa¨ren Endwertes. Der entsprechende
Verlauf der Reibungskurve, dargestellt in 2.11 (b), verdeutlicht die Positionsdrift, indem
die abklingenden Unterschleifen der Pre-sliding-Hysterese nicht ineinander verschachtelt
sind, sondern bis zum Stillstand des Systems kontinuierlich nach links wandern.
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2.2.3 Ein-Zustands- elasto-plastisches Modell
Als Reaktion auf die Schwachstellen des LuGre-Modells wurde in [28] das Ein-Zustands-
elasto-plastische Modell vorgeschlagen, welches im Wesentlichen eine Modiﬁkation der Zu-
standsgleichung des LuGre-Modells darstellt
dz
dt
= w − χ(z, w)σ0 w
s(w)
z . (2.12)
Die eingefu¨hrte Schaltfunktion χ(z, w) ist Null, wenn die Vorzeichen des dynamischen Zu-
stands z und der Eingangsrelativgeschwindigkeit w verschieden sind und der Betrag des
Zustands |z(t)| kleiner als ein deﬁnierter Schwellenwert ist. In diesem Fall bildet χ(z, w) = 0
ein rein elastisches Pre-sliding-Regime ab. Beim gleichgerichteten Verlauf der Eingangsge-
schwindigkeit und des Reibungszustands und weiterhin beim Erreichen des Schwellenwertes
wa¨chst die stetige gerade Schaltfunktion kontinuierlich an, und sie erreicht ab dem zweiten
Schwellwert ihren Sa¨ttigungswert χ(z, w) = 1. Ein von Null abweichender Wert der Schalt-
funktion entspricht der plastischen Phase des Pre-sliding-Regimes. Ein glatter U¨bergang
zwischen einer rein elastischen und elasto-plastischen Phase eliminiert den Drift-Eﬀekt
bei einer periodischen Anregung und verleiht dem Ein-Zustands- elasto-plastischen Mo-
dell mehr Flexibilita¨t bei der Abbildung der Pre-sliding-Hysterese als das herko¨mmliche
LuGre-Modell dynamischer Reibung dies vermag. Aufgrund der generellen A¨hnlichkeiten
beider Reibungsmodelle wird auf eine detaillierte Betrachtung weiterer Eigenschaften des
Ein-Zustands- elasto-plastischen Modells in dieser Arbeit verzichtet.
2.2.4 Generalized Maxwell-Slip-Modell
In [53] und [4] vero¨ﬀentlichten V. Lampaert und F. Al-Bender das Generalized Maxwell-
Slip- (GMS) Modell dynamischer Reibung, welches auf dem Maxwell-Slip Formalismus
beruht und daru¨ber hinaus eine allgemein gu¨ltige Form fu¨r heuristische dynamische Rei-
bungsmodelle [3] implementiert. Die eingefu¨hrte Modellstruktur sieht eine nichtlineare Rei-
bungsgleichung
F = f(z, w, q) (2.13)
und eine nichtlineare Zustandsgleichung
dz
dt
= g(z, w, q) (2.14)
vor. Zwei allgemeine Nebenbedingungen schra¨nken die Klasse der anwendbaren nichtlinea-
ren Funktionen f(·) und g(·) ein. Zum einen erfordert das stationa¨re Reibungsverhalten,
dass dz/dt → 0 und somit die Reibungskraft hauptsa¨chlich als eine Funktion der Rela-
tivgeschwindigkeit auftritt. Dabei setzt sich die stationa¨re Reibung zusammen aus einem
mit steigender Relativgeschwindigkeit nahe zur Null-Geschwindigkeit sich abschwa¨chenden
Term und einem mit weiter steigender Relativgeschwindigkeit anwachsenden Term. Zum
anderen tritt die dynamische Reibung im Pre-sliding-Regime als eine Hysteresefunktion
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mit nicht-lokalem Geda¨chtnis auf. Die gro¨ßte Herausforderung bei der Wahl einer pas-
senden Formulierung fu¨r die heuristischen Reibungsmodelle nach (2.13) und (2.14) sind
das U¨bergangskriterium sowie der mo¨glichst glatte U¨bergang zwischen dem Pre-sliding-
und Sliding-Regime. Das GMS-Modell in seiner fu¨r die Echtzeitsimulations- und Kompen-
sationszwecke reduzierten Form besteht aus L elementaren Zustandsmodellen und einem




zi + σ w (2.15)
beitragen. Dabei wird die nichtlineare Dynamik jedes einzelnen elementaren Modells durch
folgende Zustandsgleichungen beschrieben:




bis zu zi > φi S(w);










Die Steiﬁgkeit ki und der partielle Faktor φi bestimmen die maximale Durchbiegung je-
des einzelnen elasto-plastischen Slider-Elements und somit seine Losbrechbedingung beim
U¨bergang zum Sliding-Regime. Der Parameter C ist ein Attraktionsfaktor, welcher be-
stimmt, wie schnell die gesamt wirkende Reibungskraft gegen eine stationa¨re Stribeck-
Kurve konvergiert.
Die mit Hilfe des GMS-Modells berechnete Reibungshysterese mit nicht-lokalem Ge-
da¨chtnis im Pre-sliding-Regime ist in Abbildung 2.12 (a) exemplarisch dargestellt. Da-
bei wird die gleiche Eingangssequenz der Relativgeschwindigkeit wie in Abbildung 2.9 (a)
verwendet. Der Verlauf der Pre-sliding-Hysterese des GMS-Modells mit insgesamt fu¨nf
Slider-Elementen zeigt die Auswirkung des nicht-lokalen Geda¨chtnisses auf zwei inneren
Unterschleifen, welche vergro¨ßert und mit Pfeilen markiert dargestellt sind. Der Ausgangs-
punkt innerer Unterschleifen fa¨llt mit dem Endpunkt ihrer Schließung zusammen, so dass
der Verlauf der a¨ußeren Hauptschleife an der gleichen Stelle fortgesetzt wird, an der er zu-
vor verlassen wurde (vergleiche mit Abbildung 2.9 (c) fu¨r LuGre-Modell). Die Robustheit
des GMS-Modells gegenu¨ber dem Drift-Eﬀekt (Non-Drifting Eigenschaft) ist anhand der
Abbildung 2.12 (b) erla¨utert. Das gleiche Massen-Feder-Da¨mpfer System zweiter Ordnung
aus Gleichung (2.11), diesmal mit durch GMS-Modell abgebildeter Reibungsda¨mpfung,
wird in Bezug auf sein Eigenverhalten mit denselben Anfangswerten [q0, w0] betrachtet. Im
Gegensatz zum LuGre-Modell verbleibt die Zustandstrajektorie nach der U¨bergangsphase
in einem eingelaufenen Grenzzyklus, ohne eine Positionsdrift auszufu¨hren, aber auch ohne






















Abbildung 2.12: Positionsabha¨ngige Pre-sliding-Hysterese mit nicht-lokalem Geda¨chtnis
des GMS-Modells (a) und die Eigenbewegung des Systems (2.11) ohne Drifteﬀekt (b)
in einen bestimmten stationa¨ren Endzustand zu konvergieren (vergleiche mit Abbildung
2.11 (a)). An diesem Beispiel zeigt sich die Non-Drifting Eigenschaft des GMS-Modells
als eine Diskrepanz in Anbetracht des Grenzzyklus eines freien Systems. Ausgehend von
dem dissipativen Charakter eines physikalischen Systems zweiter Ordnung soll eine stabile
Ruhelage nach einem endlichen Zeithorizont erreicht werden. Die Entstehung eines stabilen
Grenzzyklus (siehe Abbildung 2.12 (b)) des freien Systems spricht allerdings fu¨r die Entzie-
hung zusa¨tzlicher Energie aus der Umgebung, wodurch die Dissipativita¨t des autonomen
Systems (2.11) verletzt wird.
2.3 Aktuatordynamik mit nichtlinearer Reibung
Betrachtet wird nun ein 1-DOF dynamisches System erster Ordnung, dessen Da¨mpfung
hauptsa¨chlich infolge der nichtlinearen Reibung auftritt, wie im Strukturbild in Abbildung
2.13 schematisch dargestellt. Die einwirkende externe Kraft oder das Drehmoment u erzeugt
die Bewegung mit einer Relativgeschwindigkeit w. Der Linearfaktor G ist die Gesamtver-
sta¨rkung des Systems, welche die zu bewegende konzentrierte Masse (Tra¨gheit) – aber
auch gegebenenfalls die Untersetzungskonstanten der Getriebe – umfasst. Das dargestellte
Strukturbild entspricht der nichtlinearen Diﬀerentialgleichung (2.7) und repra¨sentiert eine
breite Klasse angetriebener mechatronischer Systeme fu¨r den Fall, dass keine signiﬁkanten
Elastizita¨ten im Freiheitsgrad des Systems angenommen werden. Da die Eigenfrequenzen
der elastischen Elemente im Vergleich zur Bandbreite des geregelten Systems ha¨uﬁg weit
rechts auf der Frequenzachse liegen, ko¨nnen sie somit auch vernachla¨ssigt werden.







Abbildung 2.13: Dynamisches System erster Ordnung mit nichtlinearer Reibung
2.3.1 Verhalten im Frequenzbereich
Im Falle einer linearen Da¨mpfung D und bewegten Masse J = 1/G wird das dynamische









jω J/D + 1
(2.18)
deﬁniert. Dabei ha¨ngt der Amplitudengang |H(jω)| und Phasengang ∠{H(jω)} ausschließ-
lich von der Kreisfrequenz ω ab. Eine umfassende Beschreibung linearer kontinuierlicher
Systeme im Frequenzbereich kann in den klassischen Werken der Regelungs- und Sys-
temtheorie, wie zum Beispiel [66] und [110], gefunden werden. Wird nun die nichtlineare
Reibung als Hauptursache der Da¨mpfung im System betrachtet, erfolgt die Transformati-
on Dw → F (w). Im Kontext der Systemanalyse im Frequenzbereich kann die nichtlineare
Da¨mpfung als Funktion der Anregungsamplitude angesehen werden. Somit wird die Fre-
quenzantwort des Systems mit nichtlinearer Reibung zu
H(jω, |U |) = 1/D(|U |)
jω J/D(|U |) + 1 . (2.19)
Es ist oﬀensichtlich, dass der Amplituden- und Phasengang des Systems nun um eine wei-
tere Abha¨ngigkeit von |U | erweitert werden muss. An dieser Stelle ist anzumerken, dass
die A¨nderung im Verhalten des Systems im Frequenzbereich auch das stationa¨re Verhalten
des Systems beeinﬂusst, insofern die amplitudenabha¨ngige Da¨mpfung im Za¨hler von (2.19)
vorkommt. Folgende experimentelle Beobachtungen besta¨tigen die aufgefu¨hrten U¨berle-
gungen zur Aktuatordynamik mit nichtlinearer Reibung im Frequenzbereich, wobei weitere
Details zu den durchgefu¨hrten Untersuchungen in [87] zu ﬁnden sind. Abbildung 2.14 zeigt
den experimentell ermittelten Amplituden- und Phasengang des Aktuatorsystems aus An-
hang A.1, ermittelt bei unterschiedlichem Niveau der normierten Systemanregung 1.5× u,
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mit einem negativen Frequenzinkrement a < 0 fu¨r eine deﬁnierte Bandbreite f = 10− 0.1
Hz angewendet. Trotz einer gewissen Einwirkung der destruktiven Interferenz weist das
Chirp-Signal eine beinahe gleichma¨ßig verteilte spektrale Energiedichte u¨ber dem gesam-
ten deﬁnierten Frequenzbereich auf und ist fu¨r eine Systemanregung der Frequenzanalyse
gut geeignet. Weiterhin ermo¨glicht das kontinuierliche Spektrum eines Chirp-Signals die
komplette Bandbreite der Anregung und nicht nur die einzelnen Stu¨tzpunkte des Fre-
quenzbereichs in Betracht zu ziehen. Fu¨r eine bessere Visualisierung und Analyse werden
die aufgenommenen einzelnen Frequenzantworten in Abbildung 2.14 u¨ber die a¨quidistan-
ten Frequenzen (100 Stu¨tzpunkte pro Messung) gegla¨ttet. Ein hoch welliger Verlauf der
ermittelten Frequenzkennlinien im Bereich zwischen 4 rad/s and 10 rad/s la¨sst sich durch
die Auswirkung der Chirp-Anregung auf das Systemverhalten in der Na¨he der Knickfre-
quenz erkla¨ren und ist Ursache fu¨r die Erzeugung geringfu¨giger Resonanzen. Trotz dieser
Verkru¨mmungen im Verlauf der ermittelten Frequenzkennlinien zeigt der Amplitudengang
im Falle der 1.5 × u Anregung ein dem linearen System a¨hnliches, charakteristisches PT1






































Abbildung 2.14: Gemessene Frequenzantwort des Aktuatorsystems mit nichtlinearer Rei-
bung bei verschiedenen normierten Amplituden der Anregung 1.5×u, 0.3×u und 0.23×u
satz hierzu ist der Phasengang im Falle der 1.5 × u Anregung von dem Phasengang eines
entsprechenden Linearsystems deutlich zu unterscheiden. Ganz verschieden sind auch die
ermittelten Frequenzkennlinien fu¨r die Anregung mit der Amplitude 0.3× u und 0.23× u.
Die Phasenga¨nge verlaufen zwar a¨hnlich zueinander, die Amplitudenga¨nge weisen aber
deutlich auf die speziﬁschen, von der Anregungsamplitude abha¨ngigen Charakteristiken
des nichtlinearen U¨bertragungssystems hin. Im Falle der 0.3 × u verla¨uft der Amplitu-
dengang a¨hnlich einem Allpass-U¨bertragungsglied; dies gilt allerdings fu¨r die in Betracht
gezogene Bandbreite. Die Anregungsamplitude 0.23×u erzeugt einen Amplitudengang des
Systems, in dem eine Resonanzerho¨hung zwischen 5 rad/s und 30 rad/s gegenu¨ber dem
niederfrequenten Bereich zu erkennen ist. Die Entstehung sekunda¨rer Resonanzen niedri-
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ger Pegel kann auf die Reibungselastizita¨ten im Pre-sliding-Regime zuru¨ckgefu¨hrt werden.
Infolge einer schnellen Sa¨ttigung der elasto-plastischen Verformung von kontaktierenden
Fla¨chenunebenheiten und eines anschließenden U¨bergangs zum Sliding-Regime sind die
von der Anregungsamplitude abha¨ngigen Resonanzen im System meist nur bei den Mi-
krobewegungen des Aktuators von Bedeutung und beeinﬂussen das Systemverhalten im
Bereich gro¨ßerer Geschwindigkeiten und Verfahrwege weniger. Die dargestellten theoreti-
schen sowie experimentellen Auslegungen zur Systemdynamik mit nichtlinearer Reibung
im Frequenzbereich werden in Abschnitt 4.3 bei der Scha¨tzung der Reibungsparameter
weiter verwendet.
2.3.2 Stick-slip-Verhalten
Bei einem langsamen Anstieg der Eingangsgro¨ße u(t) tritt zuerst aufgrund der einwirkenden
Haftreibung keine Makrobewegung des Aktuatorsystems auf. Dabei kann (muss aber nicht)
eine Mikrobewegung ausfu¨hrt werden, wa¨hrend der sich das System im Pre-sliding-Regime
beﬁndet. Infolge einer abwechselnden Gegenwirkung zwischen eingesetzter Antriebskraft,
tra¨ger Masse und mikroviskoser Reibung im Pre-sliding-Regime kann ein allseits bekannter







Abbildung 2.15: Mechanische Konﬁguration zur Analyse des Stick-slip-Eﬀekts
Eine Standardkonﬁguration zur Analyse des Stick-slip-Eﬀekts, dargestellt in Abbildung
2.15, wurde in der Simulation umgesetzt. Die verwendete Aufstellung beinhaltet einen
Massenblock, der sich auf einer reibenden Oberﬂa¨che in x Richtung bewegt und mit einer
linearen Feder der Steiﬁgkeit k verbunden ist. Dabei wird am freien Ende der Feder eine Re-
lativbewegung mit konstanter Geschwindigkeit wconst angebracht. FN ist die Normalkraft
infolge der Masse m, und F ist die Tangentialkraft infolge der Reibung. Das simulier-
te Stick-slip-Verhalten ist mit Hilfe der Abbildung 2.16 veranschaulicht. Dabei wird eine
konstante dimensionslose Geschwindigkeit von 0.01 am freien Ende der Feder eingesetzt.
Die resultierende Relativgeschwindigkeit und Relativposition des Massenblocks sind als
normierte einheitenlose Gro¨ßen in Abbildung 2.16 (a) und (b) entsprechend dargestellt.
Infolge der gegenwirkenden nichtlinearen Reibung weicht die Relativposition des Massen-
blocks von der
”
idealen“ linearen Position xlin, welche sich aus der integrierten Eingangsre-
lativgeschwindigkeit errechnet, ab. Der Massenblock verha¨lt sich anhaftend, bis die durch
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die Feder entstehende Ru¨ckstellkraft kx das Niveau der entgegenwirkenden Reibungskraft
u¨bersteigt. Darauf folgend wird der Massenblock fu¨r eine kurze Zeit beschleunigt und die
Verbindungsfeder wird entsprechend zusammengedru¨ckt. Dies fu¨hrt zu einem Verlust der
Relativgeschwindigkeit und zu einem erneuten Anhaften des Massenblocks. Wa¨hrend einer
Phase des Anhaftens oszillieren die Relativgeschwindigkeit und die wirkende Reibungs-
kraft infolge eines positionsabha¨ngigen Pre-sliding-Verhaltens, wobei die Da¨mpfung dieser
Oszillation durch Energiedissipation der elasto-plastischen Verformung von den reibenden
Kontaktstellen bedingt wird. Die erste U¨berho¨hung im Verlauf der oszillierenden Relativge-
schwindigkeit erscheint infolge eines sprungartigen Wechsels der Eingangsgeschwindigkeit
zu ihrem nominellen Wert wconst im Laufe der Simulation. Eine Wechselwirkung der Ru¨ck-
stellkraft in der Feder und der gesamten resultierenden Reibungskraft ist in Abbildung 2.16
(c) veranschaulicht dargestellt. Nach jedem Versatz des Systems in eine Phase der Mikro-
bewegung verha¨lt sich die Reibungskraft oszillierend, wobei ihre geda¨mpfte Schwingung
gegen die linear ansteigende Ru¨ckstellkraft konvergiert. Ab einer gewissen Ho¨he der ange-
stiegenen Ru¨ckstellkraft erfolgt ein Impuls der Makrobewegung des Massenblocks, worauf
folgend die beiden gegenwirkenden Kra¨fte kurzfristig absinken, bis der Massenblock ab-
bremst und anschließend anfa¨ngt, erneut anzuhaften.





































Abbildung 2.16: Simuliertes Stick-slip-Verhalten; (a) Relativgeschwindigkeit, (b) Relativ-
position, (c) Ru¨ckstellkraft gegenu¨ber Reibungskraft
Die Entstehung der Mikrobewegung bei einem langsamen Anstieg der Eingangsgro¨ße
wurde mit dem Experiment am Aktuatorsystem aus Anhang A.1 quantitativ evaluiert.
Abbildung 2.17 zeigt die Relativgeschwindigkeit w und Relativposition q, entsprechend
dargestellt in (b) und (c), als die gemessene Systemantwort auf eine langsam ansteigende
Flanke des geregelten Motorstroms i, ersichtlich in (a). Dabei wird der erfasste geregel-
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te Motorstrom als linear proportional zum erzeugten elektro-mechanischen Drehmoment
angenommen. Die Zeitkonstante der eingebetteten Motorstromregelung liegt im Bereich
von bis zu hundert Mikrosekunden und kann somit im Vergleich zu den mechanischen































Abbildung 2.17: Mikrobewegung des Aktuatorsystems beim langsamen Anstieg der Ein-
gangsgro¨ße: geregelter Motorstrom (a), Relativgeschwindigkeit (b), Relativposition (c)
rer Stick-slip-Eﬀekt aufgrund eines starken Prozess- und Messrauschens zu beobachten ist,
wird eine eindeutige Entstehung der Mikrobewegung im Zeitfenster zwischen t = 20 s und
t = 34.5 s deutlich. Wa¨hrend keine sichtbaren A¨nderungen im Verlauf der Relativgeschwin-
digkeit bis zu einem raschen Anstieg ab t > 34.5 s zu erkennen sind, zeigt die mit dem
Pfeil markierte Trajektorie der Relativposition einen glatten Anstieg von etwa 2 Grad,
welcher die im Aktuatorsystem hervorgerufene Mikrobewegung charakterisiert. An dieser
Stelle ist anzumerken, dass die Relativbewegung von 2 Grad, erfasst auf der Motorseite
des Antriebssystems, einer Ausgangsbewegung der Untersetzungseinheit von etwa 0.0125
Grad entspricht und somit eine realistische Mikrobewegung des Systems repra¨sentiert. Da-
bei scheint das hoch verrauschte Eingangssignal keine signiﬁkante Wirkung auf den Verlauf
der Relativposition auszuu¨ben, womit eine stochastische Entstehung der Mikrobewegung
von vorne herein ausgeschlossen bleibt.
2.3.3 Losbrechbedingungen und Anfang der Makrobewegung
Betrachtet man die Ursache-Wirkungs-Beziehung in einem dynamischen System mit nicht-
linearer Reibung, so wird infolge einer externen Anregung zuerst die Relativgeschwindig-
keit erzeugt, und anschließend greift die dadurch hervorgerufene Reibungskraft im System
ein. Die Relativgeschwindigkeit kann dabei zuerst auch als nur inﬁnitesimal kleine, schnell
geda¨mpfte Impulse der Mikrobewegung auftreten. Dadurch bleibt eine Makrobewegung
im Sinne einer von Null stets abweichenden Relativgeschwindigkeit zuerst unbeachtet. In
einem geschlossenen System mit Geschwindigkeitsru¨ckkopplung, wie in Abbildung 2.13
dargestellt, sind die Losbrechbedingungen der wirkenden Reibungsmechanismen mit dem
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Bewegungsanfang des Gesamtsystems eng verkoppelt. Der Zustand, bei dem das System
aus dem Pre-sliding- ins Sliding-Regime u¨berfu¨hrt wird, ha¨ngt anscheinend weniger von
einem bestimmten Schwellwert der Relativbewegung oder einem erreichten Niveau der
Reibungskraft, sondern vielmehr von der Art der Systemanregung und der daraus resultie-
renden Bilanz der auf den Ko¨rper wirkenden Kra¨fte/Momente ab. Eine Unbestimmtheit
der Losbrechbedingungen im Reibungsverhalten spricht fu¨r den Einsatz approximativer
und zudem glatter U¨berga¨nge zwischen dem Pre-sliding- und Sliding-Regime, anstatt fu¨r
festgesetzte Schwellwerte und Schaltfunktionen, welche bei der Modellierung dynamischer
Reibung bis heute jedoch ha¨uﬁg zum Einsatz kommen [107], [28], [4].
Folgende experimentelle Beobachtungen, durchgefu¨hrt am Aktuatorsystem aus Anhang
A.1, unterstu¨tzen die ausgefu¨hrten U¨berlegungen zu den Losbrechbedingungen und dem
Anfang der Makrobewegung des Systems. Drei unterschiedlich steile Flanken des geregelten
Motorstroms i = 0.01×t, i = 0.1×t und i = 1×t werden als Anregung des Systems verwen-
det. Die Verla¨ufe der hervorgerufenen Relativgeschwindigkeiten sind in Abbildung 2.18 (a),





































0.01 × t 0.1 × t 1 × t














Abbildung 2.18: Gemessenes Losbrechverhalten des Aktuatorsystems bei der Anregung mit
unterschiedlich steilen Flanken des geregelten Motorstroms i = 0.01× t (a), i = 0.1× t (b),
i = 1× t (c). Verlauf der Motorsto¨me als Funktion der Relativposition (d)
zuerst im Bereich nahe Null, wobei aus dem zeitlichen Verlauf der Relativgeschwindigkeit
nicht zwangsla¨uﬁg auf eine auftretende Mikrobewegung geschlossen werden kann. Ab ei-
nem bestimmten Zeitpunkt, angezeigt jeweils fu¨r jeden Verlauf der Relativgeschwindigkeit
in Abbildung 2.18 (a)–(c), treten die Losbrechbedingungen auf, und das System begibt sich
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in eine Makrobewegung mit schnell ansteigender Relativgeschwindigkeit. Die angezeigten
Zeitpunkte entsprechen allerdings nicht dem gleichen Wert der Systemanregung, besonders
fu¨r den Fall eines schnelleren Anstiegs des geregelten Motorstroms i = 1×t. Vergleicht man
nun den Verlauf des Motorstroms in allen drei Fa¨llen als Funktion der Relativposition, wird
die Ungleichartigkeit der Losbrechbedingungen und des Anfangs der Makrobewegung wei-
ter oﬀensichtlich. Da die Erfassung der Messdaten mit einer konstanten Abtastrate erfolgt,
kann aus der Dichte der Punktwolken in Bezug zur Abszisse der Relativposition indirekt
auf den Fortschritt der Relativgeschwindigkeit und somit der Makrobewegung geschlossen
werden. Die in Abbildung 2.18 (d) dargestellten gemessenen Trajektorien deuten auf das
Auftreten der Losbrechbedingungen bei stark variierenden Werten der Relativposition hin.
Die U¨bergangsstellen sind aus der Dichte der Punktwolken angena¨hert ermittelt und mit
den vertikalen Balken in Abbildung 2.18 (d) eingezeichnet.
Ein weiteres Experiment zur Ablehnung eines expliziten Schwellwertes bei der Beschrei-
bung des U¨bergangs zwischen Pre-sling und Sliding-Regime wird mit Hilfe einer Low-Gain
Positionsregelung durchgefu¨hrt. Der Sollwertverlauf der Positionsregelung beinhaltet ei-
ne steigende und folgend eine fallende Flanke mit gleichem und zudem ﬂachem Winkel.
Dadurch entsteht eine geschlossene Bewegungstrajektorie mit niedriger konstanter Rela-
tivgeschwindigkeit, was bedingt, dass die restliche Systemdynamik vernachla¨ssigt werden
kann. Der Einsatz einer Low-Gain Proportionalregelung erfordert die gesamte Stellgro¨ße
zur U¨berwindung kinetischer Reibung im System, so dass der zeitliche Stellgro¨ßenverlauf
sich anna¨hernd als Verlauf der Reibung im System betrachten la¨sst. Zwei bidirektiona-
le Bewegungsproﬁle, einmal mit der Relativgeschwindigkeit 0.1 Grad/s und einmal mit 1























Abbildung 2.19: Gemessener Motorstrom des Aktuatorsystems als Funktion der geregelten
Relativposition bei konstanter Geschwindigkeiten von 0.1 Grad/s (a) und 1 Grad/s (b)
Es wird deutlich, dass beide Verla¨ufe der gemessenen Stellgro¨ße und somit der kine-
tischen Reibung anna¨hernd gleich sind, wobei die beiden Relativgeschwindigkeiten sich
jedoch in einer Gro¨ßenordnung unterscheiden. Nach einem Anstieg zum quasi-stationa¨ren
Wert sind keine sonderlichen U¨bergangs- beziehungsweise Knickpunkte im Verlauf kineti-
scher Reibung zu erkennen, obwohl der gesamte Verfahrweg von etwa 20 Grad den zuvor
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beobachteten U¨bergangsbereich zwischen Pre-sliding- und Sliding-Regime weit u¨bersteigt
(vergleiche mit Abbildung 2.18 (d)). Ein langsamer Anstieg kinetischer Reibung entlang
des gesamten Verfahrwegs, und zwar fu¨r die Vorwa¨rts- und Ru¨ckwa¨rtsbewegung, deutet
auf eine langsame Konvergenz zum stationa¨ren Verhalten des gesa¨ttigten elasto-plastischen
Gleitens der kontaktierenden Reibﬂa¨chen hin.
2.3.4 Geda¨chtnis und Drift-Eﬀekt
Das Geda¨chtnis eines dynamischen Systems mit nichtlinearer Reibung steht in einem di-
rekten Zusammenhang mit der positionsabha¨ngigen Pre-sliding-Hysterese. Wie bereits in
Abschnitt 2.2 aufgezeigt, verfu¨gen die meisten dynamischen Reibungsmodelle u¨ber die Ei-
genschaft, die Pre-sliding-Hysterese und somit das Geda¨chtnis des Systems in seiner Zu-
standsabha¨ngigkeit sinngema¨ß zu beschreiben. Dabei ist zwischen einem lokalen (l) und
einem nicht-lokalen (nl) Geda¨chtnis zu unterscheiden. Um diesen Unterschied – sowie den
sich daraus ableitenden Drift-Eﬀekt – besser zu erla¨utern, wird eine geschlossene Hysterese-
schleife zwischen zwei Arbeitspunkten x1 und x2 betrachtet, wie in Abbildung 2.20 schema-
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Abbildung 2.20: Pre-sliding Hysterese mit nicht-lokalem (a) und lokalem (b) Geda¨chtnis
des Ausscherens und der Schließung einer inneren verschachtelten Hystereseschleife zusam-
men (vergleiche Abbildung 2.20 (a)). Der Ursprung relativer Positions-Kraft Koordinaten
(xrel,o, Frel,o) und (xrel,u, Frel,u) wird jeweils am Anfang des absteigenden und aufsteigenden
Astes entsprechend gesetzt. Insofern als die zunehmende relative Widerstandskraft Frel(x)
als Funktion des relativen Versatzes auftritt, ist die mechanische Arbeit W, welche zu einer
elasto-plastischen Verformung kontaktierender Fla¨chenunebenheiten beno¨tigt wird, gleich
der darunter liegenden Integralﬂa¨che, – grau schattiert fu¨r den absteigenden und diago-
nal gestrichelt fu¨r den aufsteigenden Ast der Hystereseschleife. Da die gleiche mechanische
Arbeit fu¨r beide Bewegungsrichtungen beno¨tigt wird, erfolgt keine verbleibende plastische
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Fu(x) dx = 0 . (2.21)
Somit rekonstruiert das Hysteresesystem seinen Ausgangszustand vollsta¨ndig, was einem
nicht-lokalen Geda¨chtnis a¨quivalent ist. In diesem Fall sind zwei aufeinander folgende Um-
kehrpunkte der Pre-sliding-Hysterese aus Sicht der Energiedissipation gut ausbalanciert,
und kein Drifting erscheint wa¨hrend einer periodischen Systemanregung. An dieser Stelle ist
anzumerken, dass explizit eine Unterschleife der Pre-sliding-Hysterese betrachtet wird und
der Umkehrpunkt x2 somit keinem vollsta¨ndig gesa¨ttigten plastischen Gleiten entspricht.
In Folge wird die Pre-sliding-Hysterese mit lokalen Geda¨chtnis betrachtet, bei welcher
der geschlossene x1–x2–x1 Zyklus nicht in seinem Ausgangspunkt vollendet wie in Abbil-
dung 2.20 (b) dargestellt wird. Eine Interpretation der mechanischen Arbeit gleichermaßen







Fu(x) dx = δ , (2.22)
wobei die Diﬀerenzﬂa¨che δ einem Energiespeicher infolge der plastischen Deformation ent-
spricht. Mit anderen Worten, weniger mechanische Arbeit wird gebraucht, um das Sys-
tem zum Ausgangspunkt x1 zuru¨ckzubringen, nachdem eine Bewegungsumkehr im anderen
Grenzpunkt x2 erfolgte. Dadurch wird ein Drift-Eﬀekt hervorgerufen, insofern als das gesa¨t-
tigte plastische Gleiten rechts hinter dem Grenzpunkt des geschlossen Zyklus x1 beginnt. In
der Phase des ungesa¨ttigten Hysterese-Verhaltens ko¨nnen die elasto-plastisch verformten
Fla¨chenunebenheiten ihren vorherigen Zustand nicht vollsta¨ndig rekonstruieren, nachdem
sie bei einer Bewegungsumkehr in Gegenrichtung belastet wurden. Aus systemtheoretischer
Sicht speichert das lokale Geda¨chtnis lediglich den letzten Zustand der Bewegungsumkehr,
wobei das Wissen u¨ber die vorherigen Umkehrpunkte und verknu¨pfte Hysteresezusta¨nde
bei jedem neuen Wendepunkt verloren geht. Daraus folgend sind die Eigenschaft des lokalen
und nicht-lokalen Geda¨chtnisses der Pre-sliding-Hysterese und der als eine Folgebeobach-
tung entstehende Drift-Eﬀekt – welcher allerdings nach dem aktuellen Stand der Technik
als ein weit umstrittenes Pha¨nomen dynamischer Reibung verbleibt (siehe zum Beispiel [5],
[15], [17]) – eng miteinander verknu¨pft.
Folgende experimentelle Untersuchungen am Aktuatorsystem aus Anhang A.1 unter-
stu¨tzen die durchgefu¨hrte Analyse und geben eine neue Sichtweise auf den Drift-Eﬀekt in
angetriebenen Systemen mit nichtlinearer Reibung. Zuerst erfolgt eine langsame sinusfo¨r-
mige Anregung des Aktuatorsystems durch den geregelten Motorstrom mit der Frequenz
1 Hz und einer Amplitude unter dem Niveau der vorgescha¨tzten Coulombschen Reibung,
und zwar einmal in der Phase und einmal in der Gegenphase, um somit zwei gegeneinander
gerichtete Anfangsbewegungen zu erzeugen. Die gemessene Systemantwort ist in Abbildung
2.21 dargestellt. Die beiden Verla¨ufe der Relativposition in (a) und (c) zeigen einen signi-
ﬁkanten Drift-Eﬀekt, wobei dieser einen langsam in die Sa¨ttigung eingehenden Charakter
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Abbildung 2.21: Gemessener Drift-Eﬀekt bei periodischer Anregung unter dem Niveau der
gescha¨tzten Coulombschen Reibung; Verlauf der Relativposition (a) und (c); gesa¨ttigte
Drift der Pre-sliding-Hysterese (b) und (d)
aufweist. Dies ist auch am Verlauf der Pre-sliding-Hysterese in Abbildung 2.21 (b) und
(d) deutlich zu erkennen. Obwohl sich die Anregungsbedingungen im Laufe des Experi-
ments nicht a¨ndern, konvergiert die oszillierende Positionstrajektorie mit der anna¨hernd
konstanten Frequenz und Amplitude gegen die Endposition eines stabilen Grenzzyklus.
An dieser Stelle ist anzumerken, dass das Aktuatorsystem in einem bereits aufgewa¨rmten
Betriebszustand verfahren wird, so dass der Einﬂuss temperaturbedingter Drift-Eﬀekte
ausgeschlossen werden kann. Daru¨ber hinaus spricht das beinahe symmetrische Drifting
in beide Richtungen der Anfangsbewegung eher fu¨r ein struktur- und nicht temperaturbe-
dingtes Aufkommen.
Eine weitere Beobachtung des Drift-Eﬀekts entsteht bei einem Standardexperiment
[27], [28], bei dem die Systemanregung das Niveau der Coulombschen Reibung kurz u¨ber-
schreitet, so dass eine begrenzte Makrobewegung zuerst entsteht und anschließend unter
dem Niveau der Coulombschen Reibung oszillierend verla¨uft. Eine Langzeitmessung von
10 min wurde fu¨r beide Bewegungsrichtungen durchgefu¨hrt, allerdings einmal mit 1 Hz
und einmal mit 10 Hz Frequenz der oszillierenden Eingangsgro¨ße. Vier Positionsantwor-
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ten des Aktuatorsystems sowie die Ausschnitte der jeweils verwendeten Eingangsgro¨ßen
sind in Abbildung 2.22 detailliert dargestellt. Alle Bewegungstrajektorien starten bei einer
Null-Relativposition, wobei diese außerhalb der dargestellten Diagramme liegt, um eine
bessere Visualisierung des eigentlichen Drift-Eﬀekts zu ermo¨glichen. Aus den vergro¨ßer-
ten Ausschnitten der Relativposition (markiert mit Pfeilen) wird oﬀensichtlich, dass die
Systembewegung nach dem Anfangsimpuls nicht aufho¨rt und in allen vier Fa¨llen ein konti-
nuierlich oszillierendes Verhalten zeigt. An dieser Stelle ist anzumerken, dass die Breite des
”
Oszillation-Schlauchs“ etwa 0.1 Grad betra¨gt, wobei die Auﬂo¨sung des Positionssensors
bei etwa 0.01 Grad liegt, so dass es sich hier oﬀensichtlich um kein Messrauschen handelt.
Worin sich die Drift-Trajektorien fu¨r beide Bewegungsrichtungen voneinander unterschei-
den, ist der entscheidende Punkt, dass die variable Anregungsfrequenz einmal zu einem
kontinuierlichen (bei 1 Hz) und einmal zu einem in die Sa¨ttigung verlaufenden (bei 10 Hz)
Drift hinfu¨hrt, und zwar fu¨r beide Bewegungsrichtungen. Somit ist der Drift-Eﬀekt dy-




















































































































Abbildung 2.22: Gemessener Drift-Eﬀekt beim Durchfu¨hren des Standard-Driftexperiments
[27], [28]: (a) positive Richtung 1 Hz, (b) positive Richtung 10 Hz, (c) negative Richtung 1
Hz, (d) negative Richtung 10 Hz
namischer Reibung kein unechtes Pha¨nomen, welches in Einzelfa¨llen der Mikrobewegung
auftritt und vielmehr von den Anregungsbedingungen (unter dem Niveau der konstanten
Coulombschen Reibung) abha¨ngt. Eine tiefer gehende Analyse der Drift-Dynamik erfor-
dert eine sorgfa¨ltige experimentelle Untersuchung des Systemverhaltens in einem breiten
Frequenzbereich sowie bei einer systematischen Variation von Anregungsamplituden zwi-
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schen Null und der Coulombschen Reibung unter Beru¨cksichtigung des DC Oﬀsets, was
allerdings den Rahmen der vorliegenden Arbeit u¨berschreiten wu¨rde.
Diskussion
Die in diesem Kapitel vorgestellten Modelle dynamischer Reibung aus dem neusten Stand
der Technik sowie die vorgefu¨hrten Eigenschaften der nichtlinearen Aktuatordynamik mit
Reibung dienen weiter der Herleitung des Zwei-Zustands-Modells mit Elasto-Plastizita¨t.
Vor allem die gewonnenen Erkenntnisse u¨ber Losbrechbedingungen und das Geda¨chtnis
der Pre-sliding-Hysterese unterstu¨tzen weitere Annahmen u¨ber die Modellstruktur und
verwendete Form der beschreibenden mathematischen Formalismen. Das erla¨uterte und
ansonsten aus der Praxis der Aktuatorsysteme gut bekannte Stick-Slip-Verhalten bietet
ein besseres Sachversta¨ndnis bezu¨glich der Wechselwirkungen zwischen der nichtlinearen
dynamischen Reibung und der restlichen, ha¨uﬁg als linear angenommenen, Systemdynamik
an. Zudem bildet das im Frequenzbereich aufgezeigte Systemverhalten mit Reibung eine
Ausgangslage fu¨r einen neu entwickelten Ansatz zur Reibungsidentiﬁkation, welcher in




Das im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Zwei-Zustands-Modell mit Elasto-Plastizita¨t
[85], [87], [88] (weiter als 2SEP-Modell) stellt einen Fortschritt auf dem Gebiet der re-
gelungsorientierten Modellierung kinetischer Reibung dar, mit der Zielsetzung, diese zu
kompensieren. Das vorgeschlagene Modell ist in Einklang mit dem Stand der Technik
und bietet einen kompakten Parametersatz zur Beschreibung der hysteretischen, transi-
enten und quasi-stationa¨ren Antwort kinetischer Reibung an. Bei einer Einordnung des
Modells innerhalb der bereits existierender Reibungsmodelle aus dem neusten Stand der
Technik kann dieses zwischen dem LuGre- und GMS-Modell platziert werden. Zum einen
beruht das neue Modell auf einer physikalisch nachvollziehbaren und bereits bewa¨hrten
Borsten-Approximation der reibenden Kontaktﬂa¨chen, wobei die Deformation einzelner
Borsten als elasto-plastisch angenommen wird. An dieser Stelle ist anzumerken, dass sich
die eingefu¨hrte Modellstruktur, Gleichungen sowie Parametrierung von dem existierenden
Ein-Zustands- elasto-plastischen Modell [28] – beschrieben in Abschnitt 2.2.3 – deutlich un-
terscheiden. Die bei der Benennung des Modells gleichermaßen verwendete Begriﬄichkeit
”
Elasto Plastizita¨t“ bezieht sich auf eine explizite Betrachtung des Verhaltens der reibenden
Kontaktﬂa¨chen als elasto-plastisch. Zum anderen bildet das neue Modell das U¨bergangs-
verhalten dynamischer Reibung in Form eines Attraktors mit der geschwindigkeitsabha¨n-
gigen Konvergenz gegen die stationa¨re charakteristische Stribeck-Kurve im Sliding-Regime
ab. Dabei wird der beschleunigungsabha¨ngige Reibungsnachlauf sinngema¨ß als ein Ver-
zo¨gerungsglied beschrieben. Gleichzeitig wird der ansonsten weit verbreitete Einsatz der
Schwellwerte und Schaltfunktionen bei der Beschreibung des U¨bergangs zwischen dem Pre-
sliding- und Sliding-Regime vermieden. In diesem Kapitel wird das 2SEP-Modell mit sei-
nen Hauptformalismen eingefu¨hrt und hierbei werden die aus Sicht der Prozessreibung am
meisten relevanten Modelleigenschaften im Detail analysiert und beschrieben.
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3.1 Elasto-Plastizita¨t der Reibungsﬂa¨chen
Zur Beschreibung der Elasto-Plastizita¨t von zwei aneinander reibenden Kontaktﬂa¨chen
wird zuerst ein Spannungs-Dehnungs-Verhalten metallischer Konstruktionswerkstoﬀe [20]
in Betracht gezogen. Metallische Konstruktionswerkstoﬀe weisen verschiedene Spannungs-
Dehnungs-Verla¨ufe abha¨ngig von der kristallograﬁschen Struktur und daru¨ber hinaus ther-
mischen, mechanischen, beziehungsweise chemischen Nacharbeitung auf. Dennoch besitzen
mehrere Metalllegierungen einen qualitativ a¨hnlichen Spannungs-Dehnungs-Verlauf, wel-
cher in typische sequentiell zueinander auftretende Deformationsphasen aufgeteilt werden









Abbildung 3.1: Charakteristisches Spannungs-Dehnungs-Diagramm einer elasto-plastischen
Deformation metallischer Konstruktionswerkstoﬀe
Ausgehend von einem unbelasteten Zustand verha¨lt sich die Dehnung ε zuerst line-
ar proportional zur mechanischen Spannung η, die wiederum proportional zur wirkenden
Kraft und invers zum Querschnitt des Ko¨rpers auftritt. Dieser reversible Vorgang wird als
eine elastische Deformation bezeichnet und stellt aus Sicht der Systemtheorie ein linea-
res Federverhalten dar. Beim Erreichen eines Grenzwertes/-bereiches linearer Elastizita¨t
ηL dehnt sich das Material weiter aus, hier allerdings mit einem nichtlinearen Spannungs-
Dehnungs-Verlauf. Der na¨chste Wendepunkt im Spannungs-Dehnungs-Diagramm ist der
U¨bergang zum plastischen Fließen ηF , hinter welchem sich das Material fortdauernd aus-
dehnt, wobei es einer beinahe konstanten Spannung unterliegt. Wechselt die zeitliche Ab-
leitung mechanischer Spannung wa¨hrend des plastischen Fließens ihr Vorzeichen, wird das
Material entsprechend entspannt und anschließend in Gegenrichtung erneut belastet. Dabei
verla¨uft die Spannungs-Dehnungs-Kurve entlang einer anderen irreversiblen Trajektorie, in
Abbildung 3.1 mit einer Strichlinie gekennzeichnet. Dadurch beinhaltet ein geschlossener
Belastungs-Entlastungs-Zyklus eine Art Hystereseschleife, welche die Energiedissipation
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aufgrund elasto-plastischer Materialverformung charakterisiert. Bei den dynamischen Vor-
ga¨ngen kann dieser Eﬀekt als eine Form der Strukturda¨mpfung angesehen werden. Wa¨hrend
des plastischen Fließens erreicht die Dehnung einen irreversiblen Zustand εPL, welcher auch
nach einer vollsta¨ndigen Entspannung des Materials erhalten bleibt und als plastische Ver-
formung zu verstehen ist. Wird der Spannungsbereich ηF weiterhin u¨berschritten, erfolgt
erneut eine nichtlineare Materialha¨rtung, und die entsprechende plastische Deformation








(f) (e) (d) 
Abbildung 3.2: Approximation der kontaktierenden Fla¨chenunebenheiten durch idealisierte
elastische (a–c) und elasto-plastische (d–f) Borsten: (a), (d) Stillstand, (b), (e) elastische
Deformation beim Bewegungsanfang, (c) Losbrechen, (f) elasto-plastisches Gleiten
Wie in Abschnitt 2.2 bereits erwa¨hnt, ko¨nnen die kontaktierenden Fla¨chenunebenheiten
idealisiert als elastische Federn dargestellt werden (siehe Abbildung 3.2 (a–c)). U¨berschrei-
tet die entstehende Bewegung eine deﬁnierte Losbrechbedingung, werden die Verbindun-
gen gebrochen – wie in Abbildung 3.2 (c) dargestellt – worauf folgend das Sliding-Regime
auftritt, wenn die Zeit zum Entstehen neuer Verbindungen nicht ausreicht. Bei jeder Be-
wegungsumkehr formieren sich die Federverbindungen erneut und werden anschließend in
Gegenrichtung belastet, so dass sich das System wieder im Pre-sliding-Regime beﬁndet. Im
Zuge der aktuellen Modellbildung wird eine Borsten-Approximation mit elasto-plastischem
Verhalten angenommen. Am Anfang der Bewegung unterliegen einzelne Borsten einer elas-
tischen Deformation – a¨hnlich wie in einem rein elastischen Fall (vergleiche Abbildung 3.2
(b) und (e)). Ein zunehmender relativer Versatz bringt die Borsten zum plastischen Fließen,
welches dann in eine elasto-plastische Sa¨ttigung u¨bergeht (in Abbildung 3.2 (f) schematisch
dargestellt). Dabei gleiten die verformten, allerdings nicht vollsta¨ndig gebrochenen Bors-
ten beider Kontaktﬂa¨chen u¨bereinander und verursachen somit eine anna¨hernd konstante
Tangentialkraft. Wird die Relativgeschwindigkeit weiterhin nicht erho¨ht, bleibt das System
im Pre-sliding-Regime und weist ein gesa¨ttigtes elasto-plastisches Verhalten auf. Erst bei
einer Bewegungsumkehr werden die Verbindungen erneut formiert und belastet, so dass
sich die elasto-plastische Verformung der Borsten, diesmal in Gegenrichtung, in gleicher
Art und Weise wiederholt.
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3.2 Modellstruktur
Das gesamte dynamische Reibungsverhalten wird als eine Linearkombination der hystere-
tischen und transienten Antwort des Systems beschrieben
F = Az1 +B |w| z2 . (3.1)
Dabei konvergiert der Verlauf der Reibungskraft beim U¨bergang zwischen dem Pre-sliding-
und Sliding-Regime gegen die quasi-stationa¨re Reibungskennlinie, welche durch die weit
etablierte und gut bewa¨hrte Stribeck-Kurve dargestellt wird. Anders als bei den Ein-
Zustands- [24], [114], [28] und Mehr-Zustands- [43], [107], [4] Modellen dynamischer Rei-
bung wird eine Zwei-Zustands-Dynamik explizit angenommen. Dabei werden die beiden
Zustandsvariablen zur Nachbildung der sich voneinander unterscheidenden Wirkmechanis-
men, welche dennoch gleichzeitig zur gesamt wirkenden Reibungskraft beitragen, sinnge-
ma¨ß gewa¨hlt.
Die wa¨hrend einer unidirektionalen Bewegung unabha¨ngige Zustandsvariable z1 be-
schreibt die hysteretische Antwort des elasto-plastischen Reibungsverhaltens im Pre-sliding-
Regime. Wird eine plastische Sa¨ttigung erreicht, verbleibt der Beitrag des Pre-sliding-
Zustandes zur Reibungsbilanz konstant, bis eine Umkehr der Relativbewegung auftritt.
Die zweite abha¨ngige Zustandsvariable z2 beschreibt das U¨bergangsverhalten dynami-
scher Reibung in ihren quasi-stationa¨ren Zustand, bei dem die Bewegung des Systems mit
einer konstanten oder sich nur langsam a¨ndernden Relativgeschwindigkeit verla¨uft.
Die beiden Linearkoeﬃzienten A und B bestimmen die Gewichtung der Zusta¨nde und
ha¨ngen zum einen von der Art der gewa¨hlten Zustandsgleichungen, zum anderen von den
strukturspeziﬁschen Eigenschaften der reibenden Kontaktﬂa¨chen ab. Die gewichtete Super-
position der Zustandsvariablen ergibt die gesamte dynamische Reibungskraft als Funktion
beider Gro¨ßen, der Relativposition und der Relativgeschwindigkeit. Dabei unterstu¨tzt das
2SEP-Modell die allgemeine Struktur der empirisch motivierten, heuristischen Reibungs-
modelle [3], welche durch die beiden Gleichungen (2.13) und (2.14) deﬁniert wird. Bei einem
vollendeten U¨bergangsverhalten (z˙ = 0) ist die Reibungskraft eine statische Funktion der
konstanten Relativgeschwindigkeit; bei den dynamischen U¨berga¨ngen ist z˙ eine nichtli-
neare Vektorfunktion des Zustands, der Relativposition und der Relativgeschwindigkeit
gleichzeitig.
Durch eine zusa¨tzlich eingefu¨hrte lineare Abha¨ngigkeit des transienten Zustands vom
Absolutwert der Relativgeschwindigkeit in (3.1) wird der Beitrag der U¨bergangsdynamik in
der Na¨he zur Null-Geschwindigkeit stark reduziert. Somit ist die Reibung im Pre-sliding-
Regime meist von dem hysteretischen Systemzustand abha¨ngig und demzufolge vorwie-
gend eine Funktion der Relativposition. Dennoch ist eine langsame Konvergenz zum quasi-
stationa¨ren Reibungsverhalten bei niedrigen konstanten Relativgeschwindigkeiten gegeben,
was einem angelaufenen Gleitmechanismus nahe kommt und durch die in Abschnitt 2.3.3
aufgezeigten experimentellen Beobachtungen unterstu¨tzt wird. Die Wahl der Zustandsglei-
chung zur Beschreibung des hysteretischen Verhaltens im Pre-sliding-Regime unterliegt
einer gewissen Freiheit, wobei die Anzahl der freien Parameter und die Realita¨tsna¨he der
abgebildeten inneren und a¨ußeren Hystereseschleifen als signiﬁkanteste Eignungskriterien
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gelten. Eine betra¨chtliche Menge der diﬀerentiellen Modelle der Hysterese [111] ist grund-
sa¨tzlich fu¨r diese Zwecke geeignet, wie zum Beispiel in [85] eingesetzt, birgt allerdings
die Gefahr einer von der Art der Implementierung und des verwendeten Gleichungslo¨sers
(Solver) abha¨ngigen Divergenz der berechneten Zusta¨nde, ebenso wie Instabilita¨t des Ge-
samtmodells, wie in Arbeiten zum LuGre-Modell [32], [64] aufgezeigt wurde. Aus diesem
Grunde wird in der aktuellen Fassung des 2SEP-Modells auf eine Verwendung diﬀerentieller
Modelle zur Abbildung der Pre-sliding-Hysterese verzichtet.
Die durch die Zustandsvariable z2 erfasste transiente Antwort kinetischer Reibung ver-
ursacht den in Abschnitt 2.2 bereits erwa¨hnten Reibungsnachlauf (frictional lag), welcher
nach dem heutigen Stand der Technik zu den Grundeigenschaften dynamischer Reibung [5]
geho¨rt. Der Reibungsnachlauf [3] erscheint als ein Zeitverzug zwischen der nicht-konstanten
Relativgeschwindigkeit und der daraus resultierenden Reibungskraft. Der Reibungsnachlauf
als Pha¨nomen bezieht sich auf die Zeit, welche fu¨r die A¨nderung des Schmierﬁlms im Falle
einer viskosen, oder fu¨r das
”
Versinken“ der Kontaktﬂa¨chen ineinander im Falle einer tro-
ckenen Reibung, erforderlich wird. Bei ho¨heren Relativbeschleunigungen wa¨hrend einer Be-
wegungsumkehr besitzen die kontaktierenden Fla¨chenunebenheiten ein ho¨heres Tra¨gheits-
niveau, wodurch die entgegen wirkenden Reibungsmechanismen sta¨rker gehemmt werden.
Als Ergebnis wird der Verlauf transienter Geschwindigkeits-Reibungs-Kurven in Richtung
gro¨ßerer Absolutwerte der Relativgeschwindigkeit ausgedehnt, was einem beschleunigungs-
abha¨ngigen Nachlauf dynamischer Reibung gleichkommt. Wird die Zustandsvariable z2 als
eine Abbildung des U¨bergangsverhaltens angesehen, so ist die entsprechende Zustandsglei-
chung in Form eines Attraktors in Richtung der quasi-stationa¨ren charakteristischen Rei-
bungskurve zu deﬁnieren. Die Konvergenz der dynamischen Reibungstrajektorie zu ihrem
stationa¨ren Zustand ha¨ngt dabei vom zeitlichen Verlauf beider kinetischer Bestimmungs-
gro¨ßen, der Relativgeschwindigkeit und der Relativbeschleunigung, des Systems ab.
3.3 Pre-sliding-Hysterese
Das im Rahmen dieser Arbeit neu entwickelte Modell der Pre-sliding-Hysterese [88] ist
durch die Maxwell-Slip Struktur der parallel geschalteten elasto-plastischen Slider-Elemente
motiviert und wird in diesem Zusammenhang als Modiﬁed Maxwell-Slip- (MMS) Modell be-
zeichnet. Die Struktur des MMS-Modells ist in Abbildung 3.3 (a) dargestellt (vergleiche mit
der Maxwell-Slip Struktur in Abbildung 2.7). Ein einziges masseloses Slider-Element wird
im MMS-Modell angenommen, wobei der entscheidende Unterschied zu dem urspru¨nglichen
Maxwell-Slip-Modell in der verwendeten Verbindungsfeder liegt. Das MMS-Modell setzt ei-
ne nicht-reversierbare nichtlineare Feder mit elasto-plastischen Eigenschaften voraus, wobei
die kontinuierlich abnehmende Federsteiﬁgkeit K(x) bei einem gesa¨ttigten plastischen Ver-
halten gegen Null konvergiert. Der Initialwert der Federsteiﬁgkeit wird bei jeder Umkehr
der Bewegungsrichtung erneut gesetzt. Die entsprechende Eingangs-Ausgangs-Abbildung
der Pre-sliding-Hysterese bei einer als exponentiell angenommenen Verringerung der Feder-
steiﬁgkeit ist in Abbildung 3.3 (b) dargestellt. Ausgehend von einer Null-Ruhelage steigt die
positionsabha¨ngige Reibungskraft an und beha¨lt anschließend den erreichten gesa¨ttigten
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Zustand bei, bis der Verlauf der Eingangsgro¨ße ihre Richtung wechselt. Eine geschlosse-
ne Hystereseschleife folgt immer der gleichen Trajektorie, unabha¨ngig von der Anzahl der









Abbildung 3.3: Modiﬁziertes (Modiﬁed) Maxwell-Slip-Modell der Pre-sliding-Hysterese (a),
die Eingangs-Ausgangs-Abbildung (b)
Das neue Modell des Pre-sliding-Verhaltens kinetischer Reibung erfordert eine Reihe
von Annahmen, um die etablierten Eigenschaften dynamischer Reibung nicht zu verletzen.
Annahme 3.1. Die Pre-sliding-Hysterese dynamischer Reibung wird als frequenzunabha¨ngig
(rate independent) angenommen. Somit besitzt eine periodische Eingangs-Ausgangs-Abbildung
der Positions-Kraft-Hysterese die gleiche Form fu¨r alle Eingangsfrequenzen.
Die als Eigenschaft deﬁnierte Frequenzunabha¨ngigkeit im Pre-sliding-Regime beruht
auf fru¨heren Arbeiten zur Betrachtung geometrischer Deformationen der Unebenheiten
auf der Oberﬂa¨che kontaktierender Materialien (siehe zum Beispiel [3] fu¨r weitere Details).
Da die Tra¨gheitsmomente auf makroskopischer Ebene wa¨hrend des Pre-sliding-Regimes
vernachla¨ssigt werden ko¨nnen, ist eine nichtlineare Abbildung x˙ → F invariant zu aﬃnen






x˙(a+ b t), F (a+ b t)
)
fu¨r alle a ∈ R and b ∈ R+. In Anbetracht
einer geschlossenen Bilanz der auf einen bewegten Ko¨rper wirkenden Kra¨fte/Momente wird
eine frequenzunabha¨ngige Reibung im Pre-sliding-Regime angenommen, wobei der gesam-
te frequenzabha¨ngige Beitrag zur Systemdynamik auf die Seite der makroskopischen und
zudem konzentrierten Tra¨gheit des bewegten Ko¨rpers verlagert wird.
Annahme 3.2. Die elasto-plastische Deformation der Fla¨chenunebenheiten saturiert auf
dem Niveau der Coulombschen Reibung, welche als die Obergrenze fu¨r die Reibungskraft
im Pre-sliding-Regime angenommen wird.
Das in diesem Abschnitt betrachtete Reibungsverhalten dient lediglich zur Beschreibung
des Pre-sliding-Regimes, so dass weder das U¨bergangsverhalten noch der quasi-stationa¨re
Stribeck- und viskose Eﬀekt hierdurch abgedeckt werden. Das einfache Coulombsche Rei-
bungsgesetz verbleibt allgemein gu¨ltig, insofern die einwirkende Normalkraft als konstant
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gilt und keine signiﬁkanten Einﬂu¨sse des U¨bergangsverhaltens angenommen werden. Die
letzte Bedingung erfordert niedrige Beschleunigungen und Geschwindigkeiten, um die hier
nicht betrachteten transienten Reibungseﬀekte zu eliminieren.
Annahme 3.3. Die Haftreibungszahl, welche die maximale Tangentialkraft infolge der
wirkenden Haftreibung charakterisiert, verbleibt im Laufe der Zeit konstant.
Die konstante Haftreibungszahl, welche ansonsten als Funktion der vom System in seiner
Ruhelage verbrachten Zeit anzusehen ist (siehe Abschnitt 2.1), bestimmt das Niveau der
Haftreibung, welche es zu u¨berwinden gilt, damit sich der angetriebene Ko¨rper in Bewegung
setzt. Dies gleicht dem zeitinvarianten Verhalten der wirkenden Reibungsmechanismen, das
in den meisten regelungsorientierten Modellen kinetischer Reibung angenommen wird.
Unter Beru¨cksichtigung der getroﬀenen Annahmen 3.1–3.3 wird die Zustandsdynamik
z˙1 fu¨r das Pre-sliding-Regime eingefu¨hrt. Dabei wird eine Steiﬁgkeit angenommen, die mit
einer nach jeder Bewegungsumkehr ansteigenden Relativposition xr, exponentiell absteigt,
wobei der Grenzwert fu¨r die z1 Konvergenz durch den Betrag der Coulombschen Reibung
festgesetzt wird. Die entsprechende Zustandsgleichung wird als eine nichtlineare Diﬀeren-

















wenn die Bewegungsumkehr auftritt. Die variable Belastbarkeit Ω der sich elasto-plastisch
ausdehnenden Feder speichert den Reibungszustand der letzten Bewegungsumkehr, bei
der die verformten Fla¨chenunebenheiten zuerst entspannt und anschließend erneut in Ge-
genrichtung belastet werden. Der Betrag der Federbelastbarkeit liegt immer zwischen 0
und 2Fc, unabha¨ngig vom aktuellen Hysteresezustand und dem Richtungswechsel. Dies
garantiert eine exponentielle Konvergenz des dynamischen Zustands zur Coulombschen
Reibungskraft, welche als oberer Grenzwert des elasto-plastischen Gleitens angenommen
wird. Erwartungsgema¨ß und wie in [67] aufgezeigt, ha¨ngt die Initialsteiﬁgkeit K(·) bei der
Bewegungsumkehr vom momentanen Zustand der elasto-plastischen Feder ab. Im einfachs-
ten Fall kann diese Abha¨ngigkeit durch einen funktionalen Zusammenhang zur variablen
Belastbarkeit abgebildet werden. Hier dient die normierte Gro¨ße ν = Ω/(2Fc) ∈ {0, . . . , 1}
als Relativmaß fu¨r die Belastbarkeit der Feder. Die Federbelastbarkeit, welche eine Ver-
formungskapazita¨t bis zum elasto-plastischen Gleiten abbildet, ist kleiner, je gro¨ßer die
Initialsteiﬁgkeit der hysteretischen Feder ist, so dass K und ν in einer Umkehrrelation
zueinander stehen. Da die Federsteiﬁgkeit eine mittlere Steiﬁgkeit der kontaktierenden
Fla¨chenunebenheiten entlang der Bewegungsrichtung repra¨sentiert, wird im Hinblick auf
die zweite Dimension (Tiefe) der Kontaktﬂa¨chen eine quadratische Umkehrrelation ange-
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wird zu jedem Zeitpunkt der Bewegungsumkehr tr auf Null zuru¨ckgesetzt, so dass dieser
die untere Integrationsgrenze darstellt. Lediglich zwei freie Parameter, die konstante Cou-
lombsche Reibung Fc und der konstanter Initialwert der Federsteiﬁgkeit K (fu¨r ν = 1),
bestimmen die Gesamtform der Hysterese-Abbildung, welche beispielhaft in Abbildung 3.3
(b) dargestellt wird. Die mit (3.2) und (3.3) beschriebene Zustandsdynamik ist frequenz-
unabha¨ngig fu¨r sowohl a¨ußere (gesa¨ttigte) und innere (ungesa¨ttigte) Hystereseschleifen.
Weitere Eigenschaften des MMS-Modells werden zusammen mit den weiteren Eigenschaf-
ten des 2SEP-Modells in Abschnitt 3.5 detailliert beschrieben und mit Hilfe der durchge-
fu¨hrten Simulationen veranschaulicht dargestellt.
3.4 U¨bergangsverhalten
Die Zustandsgleichung des zur Beschreibung des U¨bergangsverhaltens dynamischer Rei-





|S(w)| , ∀ w = 0 . (3.5)
Dabei bezeichnet S(w) die in (2.6) bereits eingefu¨hrte stationa¨re Reibungskennlinie, welche
zum einen die Stribeck-Funktion aus (2.5), und zum anderen die lineare viskose Reibung
σw abbildet. Aufgrund der Unstetigkeit der Stribeck-Funktion im Nullpunkt wird die U¨ber-
gangsdynamik nur fu¨r w = 0 deﬁniert. Dabei gilt
w = 0 → dz2
dt
= 0 . (3.6)
Da z2 eine von z1 abha¨ngige Zustandsvariable darstellt, wird dadurch die Steuerbarkeit
der gesamten Reibungdynamik nicht beeinﬂusst. Drei Fa¨lle sind im Hinblick auf (3.6) zu
unterscheiden:
(i) w(t) = 0 ∧ w(t−) = 0 ∧ w(t+) = 0 ;
(ii) w(t) = 0 ∧ w(t−) = 0 ∧ w(t+) = 0 ;
(iii) w(t) = 0 ∧ w(t−) = 0 ∧ w(t+) = 0 .
Im Falle (i) fa¨ngt die Relativbewegung aus einer Ruhelage an, so dass der Anfangszustand
F (t−) = 0 vorausgesetzt wird. Dabei wird die Reibungsdynamik am Anfang der Bewegung
allein durch die wa¨hrend einer unidirektionalen Bewegung unabha¨ngige Zustandsvariable
z1 bestimmt, und z˙2 = 0 tritt erst auf, sofern die Relativgeschwindigkeit w(t+) – auch wenn
nur inﬁnitesimal klein – von Null abweicht. Im Falle (ii) wechselt das System seine Bewe-
gungsrichtung, ohne beim U¨bergang durch w = 0 fu¨r eine zu betrachtende Zeit angehalten
zu werden. Dabei werden die kontaktierenden Fla¨chenunebenheiten aus einer Richtung in
die Gegenrichtung belastet, so dass die Vorzeichen der gewechselten Relativgeschwindig-
keit und der resultierenden Reibungskraft nach dem U¨bergang durch w = 0 zuerst nicht
u¨bereinstimmen. Der elastische Anteil der dadurch kurzfristig mitwirkenden Haftkontakte
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sowie die Tra¨gheit der Fla¨chenunebenheiten sorgen fu¨r eine transiente Diskrepanz im Vor-
zeichen beider dynamischer Gro¨ßen. Diese weitgehend bedeutende Eigenschaft sorgt dafu¨r,
dass die dynamische Reibung beim U¨bergang durch w = 0 nicht sofort zu Null wird, son-
dern einen entsprechenden Reibungsnachlauf ausfu¨hrt (siehe weiter in Abbildung 3.9 (b)).
Im Falle (iii) kommt das System nach einer ausgefu¨hrten Bewegung zu einem Stillstand,
wobei die absolute Null-Geschwindigkeit nach dem Zeitpunkt t vorausgesetzt wird. Wird
das System im Zeitpunkt t unter diesen idealen Bedingungen vollsta¨ndig angehalten, ver-
bleibt die unmittelbar vor dem Stillstand wirkende Reibungskraft F (t−) = 0 bestehen und
stellt somit den angespannten Zustand der kontaktierenden Oberﬂa¨chen dar. In der Tat
erfa¨hrt aber ein physikalisches System mit einer bewegten Masse vor seinem vollsta¨ndigen
Stillstand eine Reihe von den die Richtung wechselnden Mikrobewegungen (Akkommoda-
tion), so dass die resultierende Reibungskraft innerhalb einiger Zyklen wiederum zu Null
konvergiert. Ein sofortiger Stillstand aus einer Makrobewegung ist im realen Betrieb eher
selten, wird aber rein theoretisch nicht von vornherein ausgeschlossen.
Leicht umgeformt aus (3.5) ergibt sich der Gesamtwert der Reibungskraft als





Es ist oﬀensichtlich, dass nach dem Abklingen aller Eigenbewegungen der Reibungsdyna-
mik (z˙2 = 0) der Gesamtwert der wirkenden kinetischen Reibungskraft dem stationa¨ren
Wert aus einer charakteristischen Kennlinie gleicht. Zur weiteren Analyse der eingefu¨hrten
U¨bergangsdynamik werden die rechten Seiten der Gleichungen (3.1) und (3.7) gleichgesetzt,
so dass sich ergibt:
S(w)− |S(w)|z˙2 = Az1 +B |w| z2 . (3.8)
Nach einer Umformung und Normierung der Gleichungskoeﬃzienten ergibt sich somit
z˙2 +
B|w|
|S(w)| z2 = sgn(w)−
A
|S(w)| z1 . (3.9)
Wird die rechte Seite der Gleichung (3.9) mit einer unabha¨ngigen Zustandsvariablen z1 als
eine Anregung des Reibungssystems angesehen, ergibt sich auf der linken Seite ein Verzo¨ge-
rungsglied erster Ordnung mit einer variablen, geschwindigkeitsabha¨ngigen Zeitkonstante
T = |S(w)|/(B|w|). Es ist oﬀensichtlich, dass gro¨ßere Absolutwerte der Relativgeschwin-
digkeit, ebenso wie Einstellwerte des Parameters B, zu den kleineren Verzo¨gerungen der
Zustandsdynamik fu¨hren und somit eine schnellere Konvergenz des Reibungszustandes
zu seinem quasi-stationa¨ren Wert verursachen. Werden bei einer ansteigenden Absolut-
geschwindigkeit kleine A¨nderungen der quasi-stationa¨ren Reibungskennlinie im Vergleich
zu B|w| angenommen, wird das Verzo¨gerungsverhalten – und somit der Reibungsnachlauf
– hauptsa¨chlich durch die Dynamik des bewegten Ko¨rpers bestimmt. Eine stabile, nicht-
schwingungsfa¨hige Konvergenz zum quasi-stationa¨ren Zustand ist dennoch durch das PT1
Verhalten gewa¨hrleistet.
Bei genauerer Betrachtung der rechten Seite der Gleichung (3.9), hier vereinfacht als
u bezeichnet, wird deutlich, dass die Anregung des U¨bergangsverhaltens dynamischer Rei-
bung die Art eines sich im Laufe der Zeit reduzierenden Einheitssprungs darstellt. Zum
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Anfang der Relativbewegung gilt w ∼= 0 → z1 ∼= 0 und |S(w)| 
 z1, so dass |u| ≈ 1. Eine
Relativgeschwindigkeit |w| = 0 verursacht zwangsla¨uﬁg den Anstieg von |z1|, so dass die
Anregung des U¨bergangsverhaltens dynamischer Reibung im Laufe der Zeit reduziert wird.
Erreicht der Pre-sliding-Zustand dynamischer Reibung einen Grenzwert |zmax1 | = |S(w)|/A,
wird das U¨bergangsverhalten aus (3.9) zu einem freien System, so dass die Zustandsdyna-
mik z˙2 lediglich durch den aktuellen Zustandswert und die sich weiter a¨ndernde Relativge-
schwindigkeit bestimmt wird. Die Entstehung der freien U¨bergangsphasen im dynamischen
Reibungsverhalten (u = 0) ha¨ngt allerdings von der Wahl des Gewichtungsfaktors A sowie
der der Parameter der Stribeck-Funktion ab.
3.5 Modelleigenschaften
Zur Simulation des implementierten 2SEP-Modells der Reibung wird ein Simulations-Solver
dritter Ordnung (Bogacki-Shampine-Methode) von MATLAB/Simulink mit einer fest ein-
gestellten Schrittweite von 500 μs angewendet. An dieser Stelle ist anzumerken, dass die
Schrittweite im Hinblick auf die Echtzeitsimulation und -kompensation auf der Hardware-
Zielplattform (siehe Anhang A.1) explizit gewa¨hlt wurde.
3.5.1 Quasi-stationa¨res Verhalten
Das quasi-stationa¨re Verhalten des 2SEP-Modells ergibt sich aus einer einzigen Bedingung,
na¨mlich der sehr niedrigen Relativbeschleunigungen dw/dt ∼= 0, bei welchen die ermittelte
Geschwindigkeits-Reibungs-Kurve als eine statische, charakteristische Kennlinie angesehen
werden kann. Wird unter dieser Bedingung, die mit (3.2) und (3.5) eingefu¨hrte Reibungs-
dynamik eliminiert, nimmt die Reibungskraft F nach Gleichung (3.7) einen stationa¨ren,
geschwindigkeitsabha¨ngigen Wert der Stribeck-Funktion an. Zum Nachweis werden die sta-
tiona¨ren Werte beider Zustandsvariablen einzeln analysiert. Nach einer Zeitintegration der







+ Ftr fu¨r xr > 0 ,
−Ω(1− exp(−K|xr|)
)− Ftr fu¨r xr < 0 ,
(3.10)
welcher ausschließlich von der resultierenden Relativposition abha¨ngt, vorausgesetzt, dass
zwischenzeitlich keine Wechsel der Bewegungsrichtung auftreten. Die Konstante Ftr be-
zeichnet den Reibwert zum Zeitpunkt der letzten Bewegungsumkehr tr. Es ist anzumerken,
dass eine Fallunterscheidung fu¨r die positive und negative Bewegungsrichtung infolge des
Betrages in (3.2) getroﬀen werden muss. Weiterhin wird eine konstante Initialsteiﬁgkeit
K = const angenommen. Setzt man w = 0, auch wenn inﬁnitesimal klein, voraus, so wird
nach einer ﬁniten Zeit der Zustand z1 = sgn(w)Fc erreicht, welcher ausschließlich von der
Bewegungsrichtung abha¨ngt. Somit ist der stationa¨re Beitrag der Zustandsvariable z1 zum
Gesamtwert der Reibung gegeben. Wird nun ein entsprechender (konstanter) Wert auf
der rechten Seite der Gleichung (3.9) eingesetzt, ergibt sich bei der konstanten Relativge-
schwindigkeit eine gewo¨hnliche lineare Diﬀerentialgleichung erster Ordnung, fu¨r welche alle
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Abbildung 3.4: Quasi-stationa¨re Antwort des 2SEP-Modells bei unterschiedlichen Ein-
gangsfrequenzen: Originalbild (a), Ausschnitt nahe zur Null-Geschwindigkeit (b)
Eigenbewegungen nach einer ﬁniten Zeit abklingen und z˙2 = 0 fu¨r t → ∞. Somit wird die
Reibungsdynamik vollsta¨ndig eliminiert und fu¨r ein quasi-stationa¨res Reibungsverhalten
gilt F = S(w) .
Die Abbildung 3.4 zeigt die Simulationsergebnisse einer quasi-stationa¨ren Antwort des
2SEP-Modells bei einem sinusfo¨rmigen Verlauf der Eingangsgro¨ße, und zwar einmal mit der
Frequenz f=1e-3 Hz und dann mit f=1e-5 Hz. Beide Verla¨ufe der resultierenden quasi-
stationa¨ren Geschwindigkeits-Reibungs-Kurve – dargestellt in Abbildung 3.4 (a) – sind
beinahe deckungsgleich. Eine Naheinstellung der Kurvenverla¨ufe zur Null-Geschwindigkeit
in Abbildung 3.4 (b) zeigt dennoch eine Diskrepanz, welche auf die unterschiedlichen Ein-
gangsfrequenzen und somit Relativbeschleunigungen nahe zur Bewegungsumkehr zuru¨ck-
zufu¨hren ist. Allerdings wird ersichtlich, dass je kleiner die Eingangsfrequenz ist, desto
na¨her liegt der Kurvenverlauf einer stationa¨ren Reibungskennlinie mit einer Unstetigkeit
im Null-Punkt.
3.5.2 Lokales Geda¨chtnis
Die Pre-sliding-Hysterese des 2SEP-Modells weist ein, in Abschnitt 2.3.4 bereits erla¨uter-
tes, lokales Geda¨chtnis auf. Die Eigenschaft des lokalen Geda¨chtnisses ergibt sich aus den
Zustandsgleichungen (3.2), (3.3), wobei der Zustand der Hysterese bei der letzten Bewe-
gungsumkehr durch die variable Belastbarkeit Ω abgefangen wird. Wechselt man anschlie-
ßend die Bewegungsrichtung erneut, wird ein neuer Bereich elasto-plastischer Verformung
der Fla¨chenunebenheiten durch den Ω-Wert deﬁniert und die Reibungstrajektorie verla¨uft
exponentiell gegen die konstante Coulombsche Reibung, ohne einem Einﬂuss vorheriger
(bis zum letzten) Umkehrzusta¨nde ausgesetzt zu werden. Der simulierte Verlauf der Pre-
sliding-Hysterese des 2SEP-Modells ist zusammen mit der Zeitreihe der eingehenden Rela-
tivposition in Abbildung 3.5 (b) und (a) entsprechend dargestellt. Bei einem ungesa¨ttigten
Zustand der Hysterese in Punkt I erfolgt eine Bewegungsumkehr, die zur Entstehung einer
inneren (auch als minor bezeichneten) Hystereseschleife fu¨hrt. Nach einer anschließenden
Bewegungsumkehr in Punkt II verla¨uft die Hysteresekurve weiter in Richtung des gesa¨ttig-
ten plastischen Zustands, erreicht allerdings nicht den Ausgangspunkt der inneren Schleife























Abbildung 3.5: Zeitreihe der eingehenden Relativposition (a), positionsabha¨ngige Pre-
sliding-Hysterese des 2SEP-Modells mit lokalem Geda¨chtnis (b)
I und zeigt weiterhin einen eindeutigen Drift-Eﬀekt auf, wie in Abschnitt 2.3.4 erla¨utert.





















Abbildung 3.6: Positionsdrift bei der Eigenbewegung des Systems zweiter Ordnung mit
dynamischer Reibung beschrieben durch das 2SEP-Modell
Der aus dem lokalen Geda¨chtnis resultierende Drift-Eﬀekt wurde bereits am aus Ab-
schnitt 2.2 bekannten Beispiel des freien Systems zweiter Ordnung veranschaulicht. Die
Reibungsda¨mpfung in Gleichung (2.11) wird nun mit Hilfe des 2SEP-Modells beschrie-
ben. Das Eigenverhalten des Systems, mit identischen Anfangswerten [q0, w0] wie in den
Abschnitten 2.2.2 und 2.2.4, wird in Abbildung 3.6 (a) dargestellt. A¨hnlich wie im Falle
des LuGre-Modells entsteht hier kein stabiler Grenzzyklus (vergleiche mit GMS-Modell in
Abbildung 2.12 (b)), sondern die Eigenbewegung des Systems verla¨uft entlang einer oszillie-
renden Trajektorie, gekennzeichnet in Abbildung 3.6 (a) mit dem Pfeil, gegen eine von Null
abweichende Ruhelage. Der in Abbildung 3.6 (b) dargestellte Verlauf der Reibungskraft als
Funktion der Relativposition zeigt eine ebenfalls driftende Pre-sliding-Hysterese, a¨hnlich
wie im Falle des LuGre-Modells. Allerdings besitzt der durch das 2SEP-Modell verursachte
Drift-Eﬀekt einen in Sa¨ttigung einlaufenden Charakter und fu¨hrt somit im Falle einer peri-
odischen Anregung zu keinem unendlich anwachsenden Relativversatz hin. An dieser Stelle
ist anzumerken, dass die durch (2.11) beschriebene und in den Abbildungen 2.11, 2.12 und
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3.6 aufgezeigte Systemdynamik eine durch die Feder gebundene, nicht integrierende Rela-
tivbewegung darstellt. Der in [27] und [28] behandelte Drift-Eﬀekt bei der Modellierung
dynamischer Reibung bleibt in den hier dargestellten Simulationsergebnissen zuna¨chst un-
beachtet. Das eigentliche (freie) Drifting dynamischer Reibungsmodelle bei einer periodisch
angeregten und nicht gebundenen Bewegung wird fu¨r verschiedene Reibungsmodelle weiter
in Abschnitt 4.4 angesprochen.
3.5.3 Frequenzunabha¨ngigkeit im Pre-sliding-Regime
Die Frequenzunabha¨ngigkeit der Pre-sliding-Hysterese nach Annahme 3.1 bedeutet eine In-
varianz zu aﬃnen Transformationen auf der Zeitachse und liefert somit die gleiche Antwort
des Reibungsmodells, unabha¨ngig von den Eingangsfrequenzen. Fu¨r eine aﬃne Transfor-















K(ν) exp(−K(ν)|xr|) . (3.12)
Die Multiplikation mit b liefert die urspru¨ngliche Form der Gleichung (3.2), wodurch die
Frequenzunabha¨ngigkeit bewiesen ist.
Bei der Frequenzunabha¨ngigkeit der Pre-sliding-Hysterese ist zu beachten, dass es den
Beitrag der U¨bergangsdynamik zur gesamten Reibungskraft zu eliminieren gilt, so dass
bei folgender Simulation des 2SEP-Modells im Pre-sliding-Regime B = 0 gesetzt wird.
Zusammen mit der Frequenzunabha¨ngigkeit der Pre-sliding-Hysterese wird die Robustheit
der Modellvorhersage im Hinblick auf einen breiten Amplitudenbereich der Eingangsge-
schwindigkeit evaluiert. Fu¨r diese Zwecke wird eine Up-Chirp Sequenz der Relativposition
q(t) = q0 sin(2π f0 t
2) mit der Anfangsfrequenz f0 = 0.1 Hz und Gesamtbandbreite 0.1–
10 Hz gewa¨hlt. Hieraus resultiert die Eingangssequenz w(t) = q0 4πf0t sin(2π f0 t
2) mit
einer zeitvariablen Frequenz und zudem Amplitude. Zwei normierte Positionsamplituden
q0 = 5 und q0 = 1 sind eingesetzt, um einmal ein gesa¨ttigtes und einmal ein ungesa¨ttigtes
Hysterese-Verhalten zu erzeugen. Die Simulationsergebnisse sind in Abbildung 3.7 (a–c)
und (d–f) entsprechend dargestellt. Die beiden geschlossenen Hystereseschleifen in Abbil-
dung 3.7 (b) und (e) sind kongruent [71] und zeigen keine frequenz- oder amplitudenabha¨n-
gigen Variationen in ihrem Verlauf. Der abweichende Verlauf der ersten Anstiegskurve (auch
bekannt als virgin Kurve) im Falle der ungesa¨ttigten Hysterese ist auf das Anfangsverhalten
bei der elasto-plastischen Verformung kontaktierender Fla¨chenunebenheiten zuru¨ckzufu¨h-
ren. Bei einem gesa¨ttigten Zustand erreicht die geschwindigkeitsabha¨ngige Reibungskraft
in Abbildung 3.7 (c) immer das gleiche Niveau der Coulombschen Reibung (vergleiche mit
dem Dahl-Modell in Abbildung 2.8).























































Abbildung 3.7: Frequenzunabha¨ngigkeit der gesa¨ttigten (a–c) und ungesa¨ttigten (d–f) Pre-
sliding-Hysterese des 2SEP-Modells: Verlauf der Relativposition (a) und (d), Reibungskraft
als Funktion der Relativposition (b) und (e) und Relativgeschwindigkeit (c) und (f)
3.5.4 Reibungsnachlauf im Sliding-Regime
Infolge der eingefu¨hrten U¨bergangsdynamik kinetischer Reibung und des dadurch abgebil-
deten Reibungsnachlaufs ist das Verhalten des 2SEP-Modells im Sliding-Regime inha¨rent
frequenzabha¨ngig. Durch eine B = 0 Gewichtung des transienten Zustands macht sich die
Frequenzabha¨ngigkeit des Reibungsverhaltens bereits bei den Fru¨hphasen einer Relativbe-
wegung bemerkbar. Folgende Simulation der Reibungskraft als Antwort des 2SEP-Modells
auf die oszillierende Relativposition mit den Frequenzen 1 Hz, 10 Hz und 100 Hz zeigt dies
in anschaulicher Weise. Die resultierende Reibungskraft als Funktion der Relativposition
ist in Abbildung 3.8 (a), (b) und (c) entsprechend dargestellt. Eine niedrige Eingangsfre-
quenz von 1 Hz verursacht lediglich einen langsamen Weiteranstieg der bereits gesa¨ttigten
Hysterese in Abbildung 3.8 (a), wobei die grundsa¨tzliche Form der Hauptschleife der aus
Abbildung 3.7 (b) stark a¨hnelt. Ganz im Gegensatz dazu steigen die Reibungskurven bei
einer erho¨hten Eingangsfrequenz sta¨rker an und beginnen ab einem gewissen Niveau sogar
abzusinken, was auf eine Konvergenz gegen die mit steigender Relativgeschwindigkeit ab-
sinkende Stribeck-Kurve hindeutet. Dadurch wird ersichtlich, dass die beiden eingefu¨hrten
Zustandsvariablen des 2SEP-Modells komplementa¨r zum dynamischen Reibungsverhalten









































Abbildung 3.8: Frequenzabha¨ngiger Verlauf der Reibungskraft des 2SEP-Modells als Funk-
tion der Relativposition im Sliding-Regime
sliding- und Sliding-Regime hervorzurufen.
Der durch das U¨bergangsverhalten entstehende Reibungsnachlauf ist mit Hilfe der bei-
den folgenden Simulationsergebnisse anschaulich dargestellt. Abbildung 3.9 (a) zeigt die
Auswirkung des Reibungsnachlaufs auf die Konvergenz dynamischer Reibung gegen die
quasi-stationa¨re Reibungskennlinie. Dabei wird eine periodische Eingangssequenz mit ei-
nem Oﬀset verwendet, so dass die Relativgeschwindigkeit sinusfo¨rmig verla¨uft, ohne dabei
ihr Vorzeichen zu wechseln. Drei verschiedene, normierte Eingangsfrequenzen 1 × f0 Hz,
10× f0 Hz und 100× f0 Hz werden zur Simulation eingesetzt, wobei Amplitude und Oﬀset
des Signals konstant bleiben. Wa¨hrend die Beschleunigungs- und Verzo¨gerungskurven der


























Abbildung 3.9: Frequenzabha¨ngiger Reibungsnachlauf des 2SEP-Modells: U¨bergangsver-
halten dynamischer Reibung bei periodischer, gleichgerichteter Relativgeschwindigkeit ver-
schiedener normierter Eingangsfrequenzen (a), dynamische Reibungskraft als Funktion der
Relativgeschwindigkeit bei einer Up-Chirp Sequenz der Relativposition
Niederfrequenz 1 × f0 Hz beinahe zusammenfallen und somit anna¨hernd auf der quasi-
stationa¨ren Reibungskennlinie liegen, wird diese von den Beschleunigungs- und Verzo¨ge-
54 KAPITEL 3. ZWEI-ZUSTANDS-MODELL MIT ELASTO-PLASTIZITA¨T
rungskurven ho¨herer Frequenzen umschlossen. Dabei verla¨uft wa¨hrend einer Beschleuni-
gungsphase die Trajektorie dynamischer Reibung oberhalb der statischen Stribeck-Kurve,
dagegen unterhalb von dieser, wa¨hrend die Relativgeschwindigkeit verlangsamt wird (in
Abbildung 3.9 (a) mit Pfeilen gekennzeichnet). An dieser Stelle ist anzumerken, dass die
genaue Form der entstehenden Nachlaufschleifen und vor allem der Punkt ihrer (eventu-
ellen) U¨berschneidung zum einen von der gewa¨hlten Gewichtung B und zum anderen von
der Form der darunter liegenden charakteristischen Stribeck-Kurve abha¨ngig sind.
Eine weitere Simulation des 2SEP-Modells zur Veranschaulichung des Reibungsnach-
laufs verwendet eine Up-Chirp Sequenz der Relativposition mit der Bandbreite 0.1–10 Hz.
Die resultierende dynamische Reibungskraft als Funktion der Relativgeschwindigkeit ist
in Abbildung 3.9 (b) dargestellt. Mit einer ansteigenden Eingangsfrequenz dehnt sich zum
einen die Trajektorie dynamischer Reibung in Richtung gro¨ßerer Absolutgeschwindigkeiten
aus, wie zuvor in Abschnitt 3.2 erla¨utert. Zum anderen verschiebt sich der Eintrittspunkt
maximaler Reibungskraft weg von der Null-Geschwindigkeit gleichermaßen in Richtung gro¨-
ßerer Absolutgeschwindigkeiten. Nach dem Erreichen des relativen Maximums verlaufen die
Beschleunigungstrajektorien stets oberhalb der jeweiligen Gegenstu¨cke der Verzo¨gerungs-
trajektorie, wie in Abbildung 3.9 (b) mit Pfeilen gekennzeichnet.
3.5.5 Dissipativita¨t
Intuitiv wird erwartet, dass dem System infolge der Reibung die Energie entzogen wird
und die modellierte Reibung somit ein dissipatives U¨bertragungselement darstellt. Sofern
das 2SEP-Modell das dynamische Verhalten der Reibung mit Hilfe der Zustandsvariablen
beschreibt, ko¨nnen dennoch Phasen auftreten, bei welchen die Energie gespeichert oder so-
gar ins System zuru¨ckgegeben wird. Somit gilt es aufzuzeigen, ob und wann die eingefu¨hrte
Abbildung f : w → F dissipativ ist.
Um die Dissipativita¨t eines Systems mit der Eingangsgro¨ße u und Ausgangsgro¨ße y zu
pru¨fen, wird die so genannte Versorgungsrate r(u, y) : U× Y → R verwendet (siehe [113]
fu¨r mehr Details). Wird weiterhin eine nicht-negative Speicherfunktion V (x) : X → R












dt mit t2 ≥ t1 . (3.13)
An dieser Stelle ist anzumerken, dass die Speicherfunktion V des dynamischen Zustands
x(t) zugleich die Lyapunov-Funktion [105], welche zur Analyse nichtlinearer Systeme weit
verwendet wird, darstellt.
Wird nun fu¨r die modellierte dynamische Reibung die Versorgungsrate r(u, y) = w(t)F (t)
angenommen, so stellt diese die entsprechende mechanische Leistung dar. Es ist oﬀensicht-
lich, dass die Gleichung
t∫
0




















gewa¨hlt. Betrachtet man die beiden Summanden auf den rechten Seiten von (3.14) und
(3.15) einzeln, so kann die Dissipativita¨t zuerst fu¨r z1 und anschließend fu¨r z2 aufgezeigt
werden. Dies gilt aufgrund der Linearkombination beider Zusta¨nde in Gleichung (3.1).











Aw(t)z1(t) ≥ z1(t)z˙1(t) . (3.17)
Nach dem Einsetzen der Zustandsdynamik (3.2) auf der rechten Seite von (3.17) und dem
anschließenden Umformen ergibt sich
A
KΩ
≥ exp(−K|xr|) . (3.18)
Es ist zu erkennen, dass fu¨r eine kontinuierliche Bewegung, bei der exp(−K|xr|) → 0, die
Bedingung (3.18) unabha¨ngig der Modellparameter K und A stets erfu¨llt wird. Wa¨hrend





bei großen Werten der Initialsteiﬁgkeit K verletzt werden. An dieser Stelle ist anzumerken,
dass die variable Belastbarkeit durch den Wert Ωmax = Fc + Fs nach oben begrenzt ist
(siehe Gleichung (3.3)). So ko¨nnen bei einem Wechsel der Bewegungsrichtung die transi-
enten Phasen auftreten, bei denen der Pre-sliding-Zustand nicht mehr dissipativ ist. Dies
entspricht dem elastischen Bereich kontaktierender Fla¨chenunebenheiten, bei dem ein Teil
der Energie elasto-plastischer Verformung zuru¨ckgewonnen werden kann.










Anschließend, nach dem Einsetzen von (3.5), erha¨lt man die Bedingung
Bw(t)|w(t)| ≥ S(w)− F|S(w)| . (3.21)
Bei einem stationa¨ren Reibungsverhalten konvergiert die rechte Seite von (3.21) gegen Null
und die Dissipativita¨tsbedingung ist stets erfu¨llt. Infolge der Normierung durch |S(w)|
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kann auf der rechten Seite von (3.21) der maximale Absolutwert von |z˙2|max = 2 auftreten.
Dies entspricht einem sehr langsamen U¨bergang durch die Null-Geschwindigkeit. Da die
beiden Vorzeichen von w und S(w) stets gleich sind, la¨sst sich die Bedingung (3.21) fu¨r
den aufgezeigten Extremwert als
B w2(t) ≥ 2 (3.22)
umschreiben. An dieser Stelle ist anzumerken, dass nach jeder Geschwindigkeitsa¨nderung
(auch ohne ein Vorzeichenwechsel) die Diﬀerenz S(w)−F und somit die Zustandsdynamik
z˙2 gegen Null konvergieren. So wird die Abbildung w → z2 nach einer ﬁniten Zeit dissi-
pativ, auch wenn die Bedingung (3.22) im Bereich kleiner Geschwindigkeiten nicht immer
eingehalten werden kann.
Diskussion
Das eingefu¨hrte 2SEP-Reibungsmodell basiert auf einer elasto-plastischen Interaktion zwei-
er kontaktierender Oberﬂa¨chen und einem Attraktor der gesamten dynamischen Reibungs-
kraft. Letzterer sorgt fu¨r die Konvergenz dynamischer Reibung zu einem quasi-stationa¨ren
Zustand bei einer Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit, welcher durch die nichtlineare
Stribeck-Kennlinie beschrieben wird. Das 2SEP-Modell stellt eine gewichtete Superposition
des hysteretischen Pre-sliding-Zustandes und der transienten Antwort der Reibung beim
U¨bergang zum Sliding-Regime dar. Zur vollsta¨ndigen Abbildung dynamischer Reibung wer-
den lediglich sieben freie Parameter verwendet, wodurch die Komplexita¨t des 2SEP-Modells
die des LuGre-Modells nicht u¨bersteigt. Im Gegensatz zu anderen in Betracht zu ziehenden
dynamischen Reibungsmodellen erla¨sst das 2SEP-Modell eine sowohl frequenzunabha¨ngige
als auch frequenzabha¨ngige Hysterese zu und bietet zudem eine gro¨ßere Flexibilita¨t beim
Erfassen des Drift-Eﬀekts dynamischer Reibung an.
Kapitel 4
Identiﬁkation kinetischer Reibung
In diesem Kapitel werden die bereits bekannten sowie die neu vorgeschlagenen Ansa¨tze
zur Identiﬁkation der Prozessreibung in Aktuatorsystemen aufgezeigt und ihre Vor- und
Nachteile in Bezug auf eine praxistaugliche Umsetzbarkeit ausfu¨hrlich diskutiert. Die Iden-
tiﬁkation dynamischer Reibung in einem Aktuatorsystem wird sowohl im Zeit- als auch im
Frequenzbereich behandelt. Abschließend wird das identiﬁzierte 2SEP-Modell mit einigen
in Kapitel 2 vorgestellten und ebenfalls identiﬁzierten Modellen dynamischer Reibung aus
dem neusten Stand der Technik verglichen. Die vorgestellten Identiﬁkationsergebnisse sind
an allen drei im Anhang A beschriebenen Experimentalsystemen erzielt.
4.1 Parameterscha¨tzung der Prozessreibung
Die Identiﬁkation kinetischer Reibung fa¨llt oﬀensichtlich in die Klasse der Identiﬁkations-
probleme fu¨r dynamische Prozesse und erfordert neben der Wahl eines zur Ermittlung
der Modellparameter geeigneten Scha¨tzverfahrens weitere U¨berlegungen zur Systemanre-
gung beziehungsweise ein systematisches Experimentdesign. Aus der Vielfalt der allseits
bekannten problem- sowie lo¨sungsspeziﬁschen Aspekte bei der Identiﬁkation dynamischer
Prozesse werden hier ausschließlich diejenigen im Detail behandelt, die einen direkten Bezug
zur durchgefu¨hrten Parameterscha¨tzung der Prozessreibung aufweisen. Die ausfu¨hrlichen
Grundlagen zur Parameterscha¨tzung dynamischer Prozesse im Allgemein sind in zahlrei-
chen Literaturquellen wie zum Beispiel bei [42] und [62] zu ﬁnden.
A¨hnlich wie bei allen dynamischen Prozessen kann zur Identiﬁkation kinetischer Rei-
bung sowohl ein direkter als auch ein inverser Vorhersagefehler verwendet werden. Dies
ist beispielsweise in Abbildung 4.1 dargestellt. Beschreibt man ein dynamisches System
mit Hilfe einer allgemeinen nichtlinearen Funktion f(·) der Eingangsgro¨ße u(t) und des
Parametervektors Θ, so wird ein direkter Vorhersagefehler e(t) am Ausgang des Systems
und Modells ermittelt (Abbildung 4.1 (a)). Im Falle eines inversen Vorhersagefehlers e¯(t)
wird ein inverses Modell des Systems beno¨tigt, beschrieben durch die nichtlineare Um-
kehrfunktion f−1(·) der Ausgangsgro¨ße y(t) und des Parametervektors Θ¯ (Abbildung 4.1
(b)). Der somit ermittelte direkte oder inverse Vorhersagefehler dient anschließend dem
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Abbildung 4.1: Direkter (a) und inverser (b) Vorhersagefehler dynamischer Prozesse
Adaptionsschritt des Parametervektors Θ beziehungsweise Θ¯.
Eine direkte Messung der Reibungskraft beziehungsweise des Reibungsmoments ist sel-
ten. Meistens ist hierfu¨r der Einsatz speziﬁscher und kostenintensiver Messvorrichtungen,
wie zum Beispiel des in [46] vorgestellte Tribometers, erforderlich. Sa¨mtliche fu¨r die Mes-
sung der Reibung speziell entwickelten Gera¨te [75], [36] eignen sich u¨berwiegend fu¨r Labor-
umgebungen und schra¨nken, weil speziﬁsche mechanische Schnittstellen erforderlich sind,
ihre Applikationsmo¨glichkeit zusa¨tzlich ein. Somit ist die Verfu¨gbarkeit von Identiﬁkations-
daten der Form {w(t), F (t)} stark begrenzt und in den meisten Anwendungs- aber auch
Untersuchungsfa¨llen kaum oder gar nicht gegeben.
Viel ha¨uﬁger erfolgt die Identiﬁkation dynamischer Reibung im Kontext eines ange-
triebenen mechanischen (mechatronischen) Systems – [39], [7], [107], [54], [40], [56], [49],
[108], [116], [95], [9], [45], [67], [99], [98], – bei welchem die gemessenen Eingangsgro¨ßen
(Antriebskraft/Antriebsmoment oder indirekt ermittelt durch den eﬀektiven Motorstrom)
und Ausgangsgro¨ßen (Position und Geschwindigkeit im Freiheitsgrad der Bewegung) zur
Verfu¨gung stehen. Dabei ko¨nnen durch eine gezielte Erzeugung geregelter Bewegungen
diejenigen Prozessbedingungen geschaﬀen werden [56], [109], [85], bei welchen die u¨brigen
Terme der Systemdynamik als vernachla¨ssigbar klein oder konstant angenommen werden
ko¨nnen und die Betrachtung einer direkten w(t) → F (w) Beziehung fu¨r die gemessenen
Identiﬁkationsdaten ermo¨glicht wird.
Weiterhin ist bei der Identiﬁkation der Prozessreibung zwischen online- und oﬄine-
Scha¨tzverfahren zu unterscheiden. Im Falle einer oﬄine-Scha¨tzung der Reibungsparame-
ter steht der komplette Satz verfu¨gbarer Identiﬁkationsdaten {ui, yi}i∈N zum Zeitpunkt
der Identiﬁkation zur Verfu¨gung. Dabei ist die Menge N ⊂ N durch eine abgeschlossene
Messreihe nach oben begrenzt. Bei den online Identiﬁkationsverfahren, auch als rekur-
sive Identiﬁkationsalgorithmen [63] bekannt, wird die Identiﬁkationroutine parallel zum
laufenden Prozess ausgefu¨hrt, so dass zu jedem Zeitpunkt t lediglich eine Teilmenge der
Identiﬁkationsdaten {ui, yi}i=1,2,...,n(t) zur Verfu¨gung steht. In Anbetracht eines meist zeit-
varianten Reibungsverhaltens scheint, erwartungsgema¨ß, eine online-Scha¨tzung der Mo-
dellparameter zuna¨chst die bevorzugte Strategie zu sein. Allerdings erfordert eine Rei-
bungsidentiﬁkation meist die vom Normalbetrieb abweichenden Anregungssequenzen und
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Bewegungsmodi, fu¨r welche eine online-Identiﬁkation infolge einer ohnehin notwendigen
Erfassung vollsta¨ndiger Identiﬁkationsdaten u¨berﬂu¨ssig wird. Daru¨ber hinaus sind zusa¨tz-
liche Sicherungsmaßnahmen fu¨r das Regelungssystem zu treﬀen, falls die zu identiﬁzieren-
den Parameter in das angewendete Regelungsgesetz eingehen. In solchen Fa¨llen wird der
online-Identiﬁkationsalgorithmus zu einem Teil der adaptiven Regelung, welche außerhalb
des Rahmens dieser Arbeit liegt. Die Ansa¨tze einer adaptiven Reibungskompensation sind
allerdings weitgehend bekannt [8].
4.1.1 Methode der kleinsten Quadrate
Die Methode der kleinsten Quadrate, auch als Least-Squares (LS) bekannt (siehe zum
Beispiel in [42], [63]), ist wohl die meist verbreitete Strategie fu¨r die Ermittlung der freien
Systemparameter bei statischen und dynamischen Prozessen. Wird eine in den Parametern
lineare Modellstruktur der Form
Y = XΘ+ e (4.1)
mit X ∈ Rn×m Regressionsmatrix, Y ∈ Rn×1 Ausgangsvektor und e ∈ Rn×1 Fehlervektor





mit ein, und die gescha¨tzten Parameterwerte ergeben sich als
Θˆ = (XTX)−1XTY . (4.3)
Fu¨r eine erwartungstreue (biasfreie) Parameterscha¨tzung wird angenommen, dass die
Regressionswerte mo¨glichst stochastisch unabha¨ngig sind, so dass die Kovarianzmatrix
(XTX) invertierbar ist und der Erwartungswert der Fehlergro¨ße E{e} = e¯ = 0 und das
Sto¨rsignal ferner mit den Eingangsgro¨ßen nicht korreliert. Im Allgemeinen wird zudem
erwartet, dass n 
 m.
Fu¨r eine nichtlineare Regression der Form
Y = f(x, Θ) + e (4.4)
kann die Methode der kleinsten Quadrate in gleicher Weise angewendet werden, unter der
Voraussetzung, dass die zu bestimmenden Parameter linear in die Modellgleichung
Y = θ1f1(x) + θ2f2(x) + . . .+ θmfm(x) + e (4.5)
eingehen. Dadurch a¨ndert sich lediglich die Form der Regressionsmatrix, aber nicht die
Lo¨sung des LS-Problems. Ist die angenommene Modellstruktur (4.4) nichtlinear auch in
den Parametern, werden meist die numerischen Optimierungsalgorithmen [48] mit einer
iterativen Parametersuche eingesetzt.
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4.1.2 Levenberg-Marquardt Algorithmus
Eines der meist verbreiteten numerischen Optimierungsverfahren fu¨r nichtlineare konvexe
Probleme ist der Levenberg-Marquardt Algorithmus [61], [70]. Dieser gilt im Vergleich
allgemein als robuster gegenu¨ber dem klassischen Gauß Newton Verfahren [48], wobei seine
Konvergenz bei den Anfangswerten in der Na¨he des Minimums ha¨uﬁg langsamer erfolgt.
Bezeichnet man eine gegebene Beobachtung mit x, so wird ihre Scha¨tzung als eine all-
gemeine nichtlineare Funktion des Parametersvektors xˆ = f(Θ) angenommen. Somit wird
der Parametervektor gesucht, welcher die quadratische Norm eTe des Beobachtungsfehlers
e = x − xˆ minimiert. Der Levenberg-Marquardt Algorithmus basiert auf einer linearen
Approximation von f in der Na¨he zum Parameterwert Θ, so dass mit Hilfe der Taylorrei-
henentwicklung fu¨r kleine Werte von ‖δΘ‖ folgendes gilt
f(Θ + δΘ) ≈ f(Θ) + JδΘ , mit Jacobi-Matrix J = ∂f(Θ)
∂Θ
. (4.6)
Der Levenberg-Marquardt Algorithmus arbeitet iterativ, so dass zu jedem Schritt der
Wert δΘ gesucht wird, welcher die folgende Gro¨ße
‖x− f(Θ + δΘ)‖ ≈ ‖x− f(Θ)− JδΘ‖ = ‖e− JδΘ‖ (4.7)
minimiert. Analog wie im Falle einer linearen LS-Gleichung gilt anschließend
JTJδΘ = J
Te , (4.8)
wobei JTJ eine Approximation der Hesse-Matrix und somit der zweiten Ableitung nach
den Parametern darstellt. Anstelle der Gleichung (4.8) wird im Levenberg-Marquardt Al-
gorithmus die Normalgleichung der Form
NδΘ = J
Te (4.9)
nach δΘ gelo¨st, wobei sich Nij = (J
TJ)ij fu¨r i = j und Nii = λ + (JTJ)ii ergibt. Der
so genannte Da¨mpfungsfaktor λ wird im Rahmen jeder Iteration angepasst, bis ein Wert
δΘ gefunden wird, welcher den Fehler reduziert. Der Levenberg-Marquardt Algorithmus
ist selbstadaptiv, da der Da¨mpfungsfaktor in jedem Iterationsschritt angepasst wird und
folglich nicht nur die Richtung, sondern gleichzeitig die Schrittweite der Suche im Parame-
terraum ermittelt wird. Die Da¨mpfung kann ebenfalls die Situationen, bei denen die Matrix
JTJ singula¨r wird, behandeln. Kleiner der aktuelle Da¨mpfungswert ist, sta¨rker na¨hert sich
der Schritt des Levenberg-Marquardt Algorithmus dem quadratischen Schritt eines voll-
sta¨ndig linearen Problems. Ist die Kovarianzmatrix Σx der Beobachtungen x bekannt, kann
diese zur Minimierung der gewichteten Fehlernorm eTΣ−1x e zusa¨tzlich angewendet werden.
Dadurch wird die Gleichung (4.8) zu
JTΣ−1x JδΘ = J
TΣ−1x e , (4.10)
wobei die restlichen Schritte des Verfahrens unvera¨ndert bleiben. Der Levenberg-Marquardt
Algorithmus wird terminiert mit mindestens einer erfu¨llten der folgenden Bedingungen:
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(i) Der Betrag des Gradienten ‖JTe‖ wird kleiner als ein Schwellenwert ε1 ;
(ii) Die relative A¨nderung von ‖δΘ‖ wird kleiner als ein Schwellenwert ε2 ;
(iii) Der Beobachtungsfehler ‖eTe‖ wird kleiner als ein Schwellenwert ε3 ;
(iv) Die maximale Anzahl der Iterationen wird erreicht.
Des Weiteren wird eine Standardimplementierung des Levenberg-Marquardt Algorith-
mus innerhalb der Optimization Toolbox der MATLAB Umgebung [41] verwendet. Hierbei
erfolgt neben den Einstellungen der Algorithmus-Routinen hauptsa¨chlich die problemspe-
ziﬁsche Deﬁnition der zu minimierenden Vektorfunktion des Beobachtungsfehlers.
4.2 Identiﬁkation im Zeitbereich
Zur Scha¨tzung kinetischer Reibung im Zeitbereich ko¨nnen diverse Identiﬁkationsstrategien
angewendet werden. Im Folgenden werden zwei prinzipiell unterschiedliche Vorgehenswei-
sen aufgefu¨hrt. Diese zeichnen sich zum einen durch die entkoppelte und nicht-entkoppelte
Identiﬁkation der Reibungsparameter aus, zum anderen unterscheiden sich die Identiﬁkati-
onsstrategien durch eine gezielte Systemanregung entweder innerhalb eines geschlossenen
Regelkreises oder einer oﬀenen Regelstrecke. Da unterschiedliche Prinzipien bei der Er-
zeugung charakteristischer Bewegungsproﬁle vorherrschen und eine mehr in Betracht zu
ziehende Abha¨ngigkeit von Zuga¨nglichkeit und Realisierbarkeit der Betriebsarten des ge-
gebenen Systems besteht, werden die beiden Identiﬁkationsstrategien einzeln aufgefu¨hrt,
ohne miteinander verglichen zu werden. Dabei kann es sich ergeben, dass diverse Vor- und
Nachteile gegenu¨ber einander ganz anwendungsspeziﬁsch auftreten ko¨nnen.
4.2.1 Im geschlossenen Regelkreis
Bei der Reibungsidentiﬁkation innerhalb eines geschlossenen Regelkreises erfolgt die Er-
mittlung der Modellparameter in mehreren entkoppelten Teilprozessen, fu¨r die jeweils eine
geeignete Anregung aufgebracht wird, um somit den Einﬂuss der restlichen (unberu¨cksich-
tigten) Terme der System- beziehungsweise Regelungsdynamik mo¨glichst gering zu halten.
Zur Identiﬁkation der quasi-stationa¨ren Reibungskennlinie, welche durch die Stribeck-
Funktion beschrieben wird, wird das System in einem geschwindigkeitsgeregelten Modus
angetrieben [85], [98]. Um den Einﬂuss der Reglerdynamik mo¨glichst gering zu halten,
wird zum einen die Proportionalregelung mit einem kleinen Versta¨rkungsfaktor eingesetzt,
zum anderen wird die Sollwerttrajektorie der Form wsoll(t) = a t angewendet, so dass die
konstante Relativbeschleunigung a mo¨glichst gering gehalten wird. Somit wird lediglich ein
vernachla¨ssigbar kleiner, tra¨gheitsbezogenener Oﬀset bei der Erfassung kinetischer Reibung
verursacht. Um die anhaftenden Reibungseﬀekte beim Stillstand des Systems weitgehend zu
eliminieren und daru¨ber hinaus ein mo¨glichst angelaufenes Verhalten beim U¨bergang durch
die Null-Geschwindigkeit zu erzwingen, wird das System zuerst in eine negative (oder posi-
tive) Sa¨ttigung des nominellen Geschwindigkeitsbereichs gefahren. Anschließend wird eine
62 KAPITEL 4. IDENTIFIKATION KINETISCHER REIBUNG
langsam steigende (fallende) Flanke an den Sollwert der Geschwindigkeitsregelung u¨berge-
ben. Nachteilig an dieser einfachen und dem Prozess naheliegenden Art der Systemanregung
ist, eine uneingeschra¨nkte Relativbewegung des Systems voraussetzen zu mu¨ssen. Dies ist
allerdings in vielen Anwendungen, wie zum Beispiel bei der Bewegung der Roboterachsen
oder Positioniereinheiten in Werkzeugmaschinen, nicht gegeben. In solchen Fa¨llen eines
begrenzt zuga¨nglichen Verfahrbereichs werden mehrere einzelne Bewegungtrajektorien mit
verschiedenen konstanten Geschwindigkeiten erforderlich, welche den gesamten nominellen
Geschwindigkeitsbereich mo¨glichst a¨quidistant abdecken. Zur Identiﬁkation verwendet wer-
den hierbei die Daten aus den ausschließlich stationa¨ren Phasen der Relativbewegung mit
konstanter Geschwindigkeit. Eine vereinfachte Bahnplanung oder alternativ eine externe
Positionsu¨berwachung sorgt hierbei fu¨r das Einhalten der zula¨ssigen Bewegungsbereiche.




























Abbildung 4.2: Identiﬁkationsergebnisse der Stribeck-Funktion erzielt am 1-DOF Aktua-
torsystem: (a) gemessene und modellierte Reibungskennlinie, (b) Vorhersagefehler
Die Identiﬁkationsergebnisse der Stribeck-Funktion, erzielt am Aktuatorsystem aus An-
hang A.1, sind in Abbildung 4.2 dargestellt. Dabei wurde das Bewegungsproﬁl mit einer
niedrigen Relativbeschleunigung von etwa 0.2 rps2, ausgehend von einem negativen Grenz-
bereich bei −28 rps, abgefahren. Der Vorhersagefehler der identiﬁzierten Stribeck-Funktion
ist in Abbildung 4.2 (b) u¨ber der gemessenen Relativgeschwindigkeit aufgetragen. Der Vor-
hersagefehler ist symmetrisch zur Null und verla¨uft a¨hnlich fu¨r den negativen und positi-
ven Geschwindigkeitsbereich. Der maximale und der gemittelte absolute Fehler betragen
0.0205 Nm und 0.0035 Nm entsprechend. Ein eindeutiges Rattern im Verlauf des ermittel-
ten Reibungsmoments bei |w| > 15 rps verweist auf die Pra¨senz sekunda¨rer Resonanzen
im System, welche allerdings bei der Reibungsidentiﬁkation eine eher untergeordnete Rolle
spielen. Die bei ho¨heren Drehzahlen auftretenden Resonanzen, welche allerdings den zula¨s-
sigen Drehzahlbereich des verwendeten HD-Getriebebausatzes nicht u¨bersteigen, sind auf
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die strukturellen Besonderheiten der HD-Transmission zuru¨ckzufu¨hren. Hier sorgen sowohl
die einzelnen Massen im Wave-Generator und auf der Abtriebswelle mit Kupplungen als
auch die Elastizita¨ten im Flexspline und Kugellager fu¨r das Entstehen resonanter Schwin-
gungen bei ho¨heren Drehzahlen der Antriebswelle. Ein a¨hnliches Resonanzverhalten wird
weiter bei der Identiﬁkation des Robotergelenks, welches ebenfalls einen allerdings von
anderer Baureihe HD-Getriebebausatz beinhaltet, beobachtet. Dies besta¨tigt das struktur-
bedingte Aufkommen sekunda¨rer Resonanzen im System, welche allerdings im Rahmen
dieser Arbeit nicht na¨her untersucht werden.
Ein weiteres Identiﬁkationsergebnis der Stribeck-Funktion, erzielt am Industrieroboter
aus Anhang A.3, ist in Abbildung 4.3 dargestellt. Hier wurde die erste Basisachse des
























Abbildung 4.3: Identiﬁkationsergebnisse der Stribeck-Funktion erzielt am Industrieroboter:
(a) gemessene und modellierte Reibungskennlinie, (b) Vorhersagefehler
Roboters beobachtet, wobei die restlichen Roboterachsen in einer vertikalen Konﬁgurati-
on gehalten wurden, um somit den konﬁgurationsabha¨ngigen Einﬂuss der Gravitations-
und Coriolis/Zentrifugal-Terme auf die erste Roboterachse mo¨glichst zu reduzieren. Der
insgesamt zuga¨ngliche Arbeitsbereich von –150 Grad bis +150 Grad wurde in mehreren
Experimenten mit verschiedenen konstanten Geschwindigkeiten von ±0.2 Grad/s bis zu
±100 Grad/s in beiden Richtungen abgefahren, um somit die positionsabha¨ngigen Einﬂu¨sse
auf das erfasste Drehmoment zu reduzieren. Letztere entstehen durch zusa¨tzliche U¨bertra-
gungsfehler in der Achslagerung, welche durch die einfache Systemdynamik in Gleichung
(2.7) erwartungsgema¨ß nicht ausgeglichen werden. Daru¨ber hinaus zeigen die großen Streu-
ungswerte im Bereich gro¨ßerer Geschwindigkeiten (siehe Messung in Abbildung 4.3 (a))
erneut die Pra¨senz zunehmender Resonanzen im System. Zu Identiﬁkationszwecken wur-
den demzufolge die Mittelwerte jeweiliger Stu¨tzpunkte in den Geschwindigkeits-Reibungs-
Koordinaten ermittelt, welche einen eindeutig symmetrischen Verlauf fu¨r den negativen
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und positiven Geschwindigkeitsbereich und eine gute U¨bereinstimmung mit der ermittel-
ten Stribeck-Funktion aufweisen. Der Vorhersagefehler der identiﬁzierten Stribeck-Funktion
ist in Abbildung 4.3 (b) als Funktion der gemessenen Relativgeschwindigkeit dargestellt.
Die meisten Fehler liegen innerhalb des Wertebereichs von ±5 Nm, wobei die ermittelte
geschwindigkeitsabha¨ngige Reibung im Bereich zwischen ±35 Nm und ±100 Nm variiert.
An dieser Stelle ist anzumerken, dass die Werteangaben bereits unter Beru¨cksichtigung
des nominellen Untersetzungsverha¨ltnisses des jeweiligen Robotergelenks erfolgen, so dass
das Drehmoment von 100 Nm dem Antriebswert von 0.83 Nm entspricht und die Achsge-
schwindigkeit von 100 Grad/s der Motordrehzahl von etwa 33 rps entspricht.
Zur Identiﬁkation der Pre-sliding-Hysterese, welche im Falle des 2SEP-Modells durch
die beiden Parameter K und Fc charakterisiert wird, wird das System in einem posi-
tionsgeregelten Betrieb gefahren. Auch hier wird eine Proportionalregelung mit kleinem
Versta¨rkungsfaktor eingesetzt, um dadurch den Einﬂuss der restlichen Dynamik des Re-
gelkreises zu reduzieren. Unter diesen quasi-stationa¨ren Bedingungen einer Bewegung mit
niedrigen Geschwindigkeiten und Beschleunigungen wird die im System wirkende Reibung
proportional zum Verlauf der Stellgro¨ße und somit des Antriebsmoments angenommen.
Bekannt aus den Voruntersuchungen (siehe Abbildung 2.18 (d)) wird eine Sollwerttrajek-
torie mit einer konstanten Geschwindigkeit und mehreren Umkehrpunkten in einem dem
Pre-sliding-Regime entsprechenden Bereich der Relativbewegung generiert. Der zeitliche
Verlauf der Soll- und Istwerte ist in Abbildung 4.4 (a) dargestellt. Es ist oﬀensichtlich,
















































Abbildung 4.4: Identiﬁkationsergebnisse der Pre-sliding-Hysterese erzielt am Aktuatorsys-
tem: (a) Soll- und Istwert der Positionstrajektorie, (b) gemessene Eingangsgeschwindigkeit
(geﬁltert), (c) Pre-sliding-Hysterese des Reibungsmoments als Funktion der Relativposition
dass die resultierende Systembewegung einem beinahe gleichen Nachlauf infolge der wir-
kenden dynamischen Reibung ausgesetzt ist. Dies ist insofern zweitrangig, als dass das tat-
sa¨chliche (gemessene) Bewegungsproﬁl zur Reibungsidentiﬁkation angewendet wird, und
die Zielsetzung vielmehr darin besteht, eine mo¨glichst gering wirkende Regelungsdynamik
dem eigenen Systemverhalten hinzuzufu¨gen. Die durch die diskrete Diﬀerenzierung aus der
gemessenen Position gewonnene Istgeschwindigkeit dient als Eingangsgro¨ße fu¨r die Modell-
vorhersage dynamischer Reibung. Um die Glattheit des erhaltenen Geschwindigkeitssignals
zu erho¨hen, wird ein digitaler Butterworth Filter zweiter Ordnung mit der Eckfrequenz 10
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Hz angewendet. Der zeitliche Verlauf der geﬁlterten Eingangsgeschwindigkeit ist in Abbil-
dung 4.4 (b) dargestellt. Trotz eines verbleibenden hochfrequenten Ratterns, welches zum
einen auf diskrete Mikrobewegungen des Systems und zum anderen auf ein hohes Niveau
des Messrauschens hindeutet, eignet sich das erzielte Signal zur Modellvorhersage dyna-
mischer Reibung im Pre-sliding-Regime. Dabei wird der Einﬂuss des U¨bergangsverhaltens
dynamischer Reibung als vernachla¨ssigbar klein angenommen und somit der Gewichtungs-
faktor B im 2SEP-Modell tempora¨r zu Null gesetzt. Die Pre-sliding-Hysterese des Rei-
bungsmoments als Funktion der Relativposition ist in Abbildung 4.4 (c) einmal fu¨r die
Messung und einmal fu¨r das identiﬁzierte Modell dargestellt. Es ist oﬀensichtlich, dass der
gemessene und vorhergesagte Verlauf der Pre-sliding-Hysterese gut miteinander u¨berein-
stimmen, und zwar fu¨r gesa¨ttigte und ungesa¨ttigte Hystereseschleifen. Weiterhin zeigt sich
das Modell dank seines deﬁnierten elasto-plastischen Verhaltens als deutlich robust gegen-
u¨ber dem stark verrauschten Verlauf der Eingangsgeschwindigkeit. Dies ist insbesondere
fu¨r den praktischen Einsatz in Steuerungseinheiten mit diskretisierten und quantisierten
Signalen von Bedeutung. An dieser Stelle ist anzumerken, dass der Parameter Fc bereits
bei der Identiﬁkation der quasi-stationa¨ren Reibungskennlinie in die Lo¨sung mit einbezogen
wird. Somit kann die Reihenfolge der Identiﬁkations-Teilprozesse sinnvollerweise getauscht
werden, so dass die Identiﬁkation der Pre-sliding-Hysterese, als Identiﬁkation eines un-
abha¨ngigen Teils des Reibungssystems, zuerst vorgenommen wird. Anschließend wird die
quasi-stationa¨re Reibungskennlinie ermittelt, wobei der Parameterwert fu¨r Coulombsche
Reibung konstant gehalten wird.
Mit einer a¨hnlichen Vorgehensweise wurde die Pre-sliding-Hysterese fu¨r die erste Ba-
sisachse des Industrieroboters identiﬁziert [98]. Der grundsa¨tzliche Unterschied bestand
dabei darin, dass die entsprechenden Trajektorien der Mikrobewegung aufgrund der Zu-
ga¨nglichkeit externer Schnittstellen im geschwindigkeits- und nicht im positionsgeregelten
Betrieb abgefahren wurden.
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Abbildung 4.5: Identiﬁkationsergebnisse der Pre-sliding-Hysterese erzielt am Industriero-
boter, Pre-sliding-Hysterese des Reibungsmoments als Funktion der Relativposition
In Abbildung 4.5 ist die Pre-sliding-Hysterese des Reibungsmoments als Funktion der
Relativposition dargestellt. Der Verlauf des ungeﬁlterten Messsignals zeigt die Pra¨senz von
mindestens zwei harmonischen Anteilen des positionsabha¨ngigen Drehmoments. Diese sind
ohne weitere Analyse auf das verkoppelte Verhalten der Achslagerung und des Harmonic-
Drive Untersetzungsgetriebes zuru¨ckzufu¨hren. Die geﬁlterten Messdaten wurden anschlie-
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ßend zur Identiﬁkation der modellierten Pre-sliding-Hysterese verwendet, deren simuliertes
Verhalten mit der Messung u¨bereinstimmt.
Die Identiﬁkation des U¨bergangsverhaltens dynamischer Reibung ha¨ngt oﬀensichtlich
mit der Tra¨gheit des Gesamtsystems zusammen, so dass es den Attraktionsfaktor B sinn-
vollerweise zugleich mit der Tra¨gheitskonstante J zu ermitteln gilt. Prinzipiell eignen sich
zahlreiche Anregungsarten des Systems hierfu¨r, welche allerdings zwei qualitative Bedin-
gungen zu erfu¨llen haben. Einerseits soll der Geschwindigkeitsbereich der erzeugten Rela-
tivbewegung mo¨glichst breit abgedeckt werden, um somit verschiedene U¨berga¨nge zwischen
dem dynamischen und dem quasi-stationa¨ren Reibungsverhalten im System hervorzurufen,
andererseits sollen mo¨glichst verschiedene Frequenzen bei der Systemanregung vorhanden
sein, um mit variierenden Beschleunigungen eine Signatur des Reibungsnachlaufs in der
Systemantwort zu erzwingen.




























Abbildung 4.6: Modellevaluierung durchgefu¨hrt am Industrieroboter: (a) Sollwert und Ist-
wert der Achsgeschwindigkeit bei der Multisinus-Bewegungstrajektorie, (b) gemessenes und
mit inversem Modell vorhersagtes Antriebsmoment
In Abbildung 4.6 werden die erzielten Ergebnisse einer inversen Modellvorhersage u(t) =
f−1(w(t), Θ¯) (siehe Abbildung 4.1 (b)) fu¨r die erste Basisachse des Industrieroboters dar-
gestellt. In einem geschwindigkeitsgeregelten Betrieb wird eine Multisinus-Trajektorie ab-
gefahren. Der zeitliche Verlauf der Soll- und Istgeschwindigkeit ist in Abbildung 4.6 (a)
aufgezeigt. Der Frequenzbereich betra¨gt 0.01–1 Hz und die Amplitudenvariation liegt zwi-
schen 1 Grad/s und 20 Grad/s. Hier ist anzumerken, dass die erzeugte Trajektorie eine
relativ hoch dynamische Bewegung des Systems darstellt, insofern die Gesamtmasse des
durch die erste vertikale Basisachse zu bewegenden Manipulators circa 220 kg betra¨gt.
Das u¨ber den Motorstrom indirekt gemessene Antriebsmoment ist gegenu¨ber der inversen
Modellvorhersage in Abbildung 4.6 (b) aufgezeichnet. Trotz der zu erkennenden Ausreißer
stimmen die beiden Kurven gut u¨berein, und zwar sowohl fu¨r die niedrigen als auch fu¨r
die ho¨heren Relativgeschwindigkeiten. Der gemittelte absolute Fehler betra¨gt 7.63 Nm und
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die Standardabweichung 10.68 Nm entsprechend. Im Hinblick auf vorhandene Sto¨rgro¨ßen
im Robotersystem und die Qualita¨t der verfu¨gbaren Messdaten (siehe Anhang A.3) liefert
das identiﬁzierte Modell eine hohe Genauigkeit bei der Vorhersage dynamischer Reibung
in einem geschlossenen System mit unbekannten Sto¨rgro¨ßen.
4.2.2 In oﬀener Regelstrecke
Die gro¨ßte Herausforderung bei der Identiﬁkation dynamischer Reibung in einem System,
welches als eine oﬀene Regelstrecke vorliegt, besteht darin, dass ein Expertenwissen u¨ber
das charakteristische Systemverhalten in Bezug auf die Bewegungsbereiche im Pre-sliding-
und Sliding-Regime unabdingbar vorauszusetzen ist. Ohne eine Regelung einzusetzen, wird
eine Voranalyse der Positions- und Geschwindigkeitsantwort des Systems bei verschiede-
nen Anregungsfrequenzen und -amplituden erforderlich. Vor allem ist die Auswirkung der
Amplitudenvariation auf das Verhalten des Systems mit Reibung von entscheidender Be-
deutung, da es sich oﬀensichtlich um eine zuru¨ckgekoppelte Nichtlinearita¨t handelt und die
Analyse des Systemverhaltens im Frequenzbereich allein nicht ausreichend ist.
Im Weiteren werden in diesem Kapitel infolge der Verfu¨gbarkeit erforderlicher Schnitt-
stellen meist diejenigen Identiﬁkationsergebnisse aufgefu¨hrt, welche am Aktuatorsystem aus
Anhang A.1 erzielt wurden. Zusa¨tzlich werden die Identiﬁkationsergebnisse eines weiteren
Aktuatorsystems aus Anhang A.2 kurz aufgezeigt.
Eine Bewegungstrajektorie zur Identiﬁkation der Pre-sliding-Hysterese ist in Abbildung
4.7 dargestellt. Die Systemanregung erfolgt mit einem Down-Chirp Signal mit der Band-






















Abbildung 4.7: Bewegungstrajektorie zur Identiﬁkation der Pre-sliding-Hysterese gemessen
am Aktuatorsystem; (a) Down-Chirp Anregung, (b) Positionsantwort mit Mikrozyklen
breite 1–0.5 Hz und einer Amplitude, welche im Bereich der vorausgescha¨tzten Coulomb-
schen Reibung liegt. Die gemessene Positionsantwort des Systems ist in Abbildung 4.7 (b)
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zu sehen. Es wird ersichtlich, dass die Makrobewegung ab einer gewissen Anregungsfre-
quenz aufho¨rt (bei circa t > 10 s), wobei kein vollsta¨ndiger Stillstand erfolgt, sondern eine
Reihe zyklischer Mikrobewegungen im System zu beobachten sind. Dies deutet darauf hin,
dass die tra¨ge Masse des Aktuators mit einer abnehmenden Anregungsfrequenz nicht mehr
im Makrobereich beschleunigt wird und die anhaftenden Reibungsmechanismen an den
Kontaktﬂa¨chen zunehmend wirken, wobei die elasto-plastische Reibung fu¨r die restlichen
zyklischen Oszillationen der Relativposition sorgt. Die entsprechenden Bewegungstrajekto-
rien sind in der Phasenebene in Abbildung 4.8 veranschaulicht dargestellt und mit Pfeilen
gekennzeichnet.
























Abbildung 4.8: Phasenebene der gemessenen Trajektorie im Pre-sliding-Regime: (a) gesam-
te Trajektorie, (b) Ausschnitt mit den Grenzzyklen
Die Trajektorie eines geschlossenen Bewegungszykluses unterscheidet sich eindeutig von
einer typisch elliptischen Trajektorie eines linearen Systems, indem die obere und untere
Halbellipsoiden durch die anhaftenden Phasen gegen einander verschoben sind (vergleiche
mit [7]). Weiterhin wird die Gesamttrajektorie der Bewegung einer sich langsam reduzieren-
den Drift ausgesetzt (siehe Abschnitt 2.3.4). Der vergro¨ßerte Ausschnitt in Abbildung 4.8
(b) zeigt einen eingelaufenen Grenzzyklus der Mikrobewegung, welcher auf einen Grenzzu-
stand elasto-plastischer Verformung der kontaktierenden Fla¨chenunebenheiten hindeutet.
Die Pre-sliding-Hysterese, beschrieben durch das MMS-Modell [88], wurde zusammen
mit der Systemtra¨gheit aus den aufgezeigten Messdaten identiﬁziert. Dabei dient der ab-
geleitete und gegla¨ttete Messwert w(t) als Eingangsgro¨ße fu¨r die inverse Modellvorhersage.
Die Identiﬁkationsergebnisse der Pre-sliding-Hysterese sind in Abbildung 4.9 gegenu¨ber
den Messwerten dargestellt. Trotz eines stark verrauschten Messsignals zeigt sich eine gute
U¨bereinstimmung zur Modellvorhersage des Antriebsmoments. Die ermittelten Hysterese-
kurven a¨hneln den Identiﬁkationsergebnissen, welche im geschlossenen Regelkreis erzielt
wurden (vergleiche mit Abbildung 4.4 (c)). Eine gute U¨bereinstimmung zwischen der Mes-
sung und dem Modell zeigt sich auch bei mehreren ungesa¨ttigten Hystereseschleifen einer
zyklischen Mikrobewegung – wie im Ausschnitt in Abbildung 4.9 (b) vergro¨ßert dargestellt.
Hier wird der weiter kontinuierlich abnehmende Drift-Eﬀekt durch das Modell ebenfalls ab-
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Abbildung 4.9: Identiﬁkationsergebnisse der Pre-sliding-Hysterese in oﬀener Regelstrecke:
(a) Antriebsmoment als Funktion der Relativposition, (b) vergro¨ßerter Ausschnitt mit un-
gesa¨ttigten Hystereseschleifen einer zyklischen Mikrobewegung
gefangen. Der gemittelte und maximale absolute Vorhersagefehler betra¨gt 0.0027 Nm und
0.0125 Nm entsprechend, und die Standardabweichung liegt bei 0.0034 Nm.
Fu¨r eine gleichzeitige (nicht entkoppelte) Identiﬁkation dynamischer Reibung im Zeit-
bereich wird eine spezielle Anregungssequenz erzeugt, welche eine zeitlich absteigende Am-
plitude sowie eine kontinuierliche Frequenzvariation (zwischen 0.1 Hz und 20 Hz), sowohl
im Bereich kleinerer als auch gro¨ßerer Amplituden, beinhaltet. Der zeitliche Soll- und Ist-













Abbildung 4.10: Anregungssequenz zur Identiﬁkation dynamischer Reibung im Zeitbereich
wertverlauf der Anregungssequenz, welche u¨ber den geregelten Motorstrom realisiert wird,
ist in Abbildung 4.10 dargestellt. Die gemessene Geschwindigkeitsantwort wird anschlie-
ßend fu¨r eine gleichzeitige Identiﬁkation der Modellparameter inklusive Tra¨gheit verwendet.
Die direkte Modellvorhersage wˆ(t) = f(u(t),Θ) erfolgt auf Basis des Sollwertes der An-
regung, um somit das zusa¨tzliche Eingangsrauschen zu vermeiden, wobei eine durch die
Schnittstellen bedingte Totzeit zwischen dem Soll- und Istwert von u(t) messtechnisch er-
mittelt und bei der Modellvorhersage mitberu¨cksichtigt wird. Die Identiﬁkationsergebnisse
dynamischer Reibung im Zeitbereich ﬁnden sich in Abbildung 4.11.
Es wird erkennbar, dass die angewendete Systemanregung eine Geschwindigkeitsant-
wort im variablen Bereich zwischen 25 rps und 0.2 rps hervorruft, wobei die letzte bei
der gegebenen Frequenz eine Relativbewegung von nur wenigen Grad – und somit im
Bereich des Pre-sliding-Regimes – erzeugt. Die gegenu¨ber der Messung dargestellte Ge-
schwindigkeitsantwort des identiﬁzierten Modells zeigt eine relativ hohe Genauigkeit der
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Abbildung 4.11: Identiﬁkationsergebnisse im Zeitbereich: (a) Gemessene und vorhersagte
Geschwindigkeitsantwort, (b) Vorhersagefehler, (c) und (d) vergro¨ßerte Ausschnitte
Vorhersage, wobei eine Verschiebung des Vorhersagefehlers in den negativen Bereich (siehe
Abbildung 4.11 (b)) auf eine leichte Asymmetrie im Verhalten des Aktuators bei ho¨heren
Relativgeschwindigkeiten hindeutet. Die vergro¨ßerten Ausschnitte in Abbildung 4.11 (c)
und (d) veranschaulichen die Modellabweichungen am Anfang und Ende der Bewegungs-
sequenz. Fu¨r die hochfrequenten Bewegungen im niedrigen Geschwindigkeitsbereich zeigt
sich ein beinahe konstanter Vorhersagefehler, welcher auf eine Kompromisslo¨sung der er-
mittelten Parameter fu¨r die hohen und niedrigen Geschwindigkeiten des Systems hindeutet.
Das ermittelte Reibungsverhalten fu¨r die resultierende Bewegungstrajektorie wird weiter
gegenu¨ber der Stribeck-Kurve aufgezeigt, welche im geschlossenen Regelkreis identiﬁziert
wurde (siehe Abbildung 4.2 (a)). Aus Abbildung 4.12 wird ersichtlich, dass die identiﬁ-
zierte dynamische Reibung als Funktion der Relativgeschwindigkeit in Einklang mit der
ermittelten quasi-stationa¨ren Reibungskennlinie liegt. Eine zunehmende Diskrepanz zeigt
sich dennoch in Richtung gro¨ßerer Absolutgeschwindigkeiten und ist hauptsa¨chlich auf
die Parameter der linear-viskosen Reibung und Stribeck-Geschwindigkeit zuru¨ckzufu¨hren.
Hier merke man an, dass die ermittelten Modellparameter des geschlossenen dynamischen
Akuatorsystems lediglich einen optimalen Abgleich mit der erzeugten Geschwindigkeits-
trajektorie im Least-Squares Sinne darstellen und somit signiﬁkant von dem in Betracht
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gezogenen Bewegungsproﬁl abha¨ngen. Die verwendeten Identiﬁkationsdaten sowie vorher
ungesehenen Daten eines anderen Bewegungsproﬁls werden zum Vergleich verschiedener
dynamischer Reibungsmodelle in Abschnitt 4.4 weiter verwendet.
















Abbildung 4.12: Identiﬁzierte dynamische Reibung versus Stribeck-Kurve
Zur Veriﬁkation der Generalisierungsfa¨higkeit des 2SEP-Modells wurde die Identiﬁ-
kation dynamischer Reibung in einer oﬀenen Regelstrecke zusa¨tzlich am Aktuatorsystem
[94],[84] aus Anhang A.2 (weiter in diesem Kapitel als Aktuatorsystem # 2) durchgefu¨hrt.
Zur Anregung des Systems dient ein Up-Chirp Signal mit der Bandbreite 0.5–70 Hz. Die
gemessene Frequenzantwort des Aktuatorsystems ist in Abbildung 4.13 dargestellt. Auf-
grund der im System auftretenden Resonanz- und Anti-Resonanzstellen im Bereich ho¨herer
Frequenzen (mit dem Pfeil markiert) wurde zu Identiﬁkationszwecken die Teilsequenz der
Messung (mit Strichlinie markiert) von bis zu circa 130 rad/s (entspricht 20 Hz) in Be-
tracht gezogen. Die gemessene und identiﬁzierte Geschwindigkeitsantwort des Systems ist










Abbildung 4.13: Gemessene Frequenzantwort des Aktuatorsystems # 2
in Abbildung 4.14 (a) dargestellt. Dabei la¨sst sich eine hohe U¨bereinstimmung zwischen der
gemessenen und der vorhergesagten Relativgeschwindigkeit im Gesamtbereich zwischen 1.5
Grad/s und 30 Grad/s beobachten. Wa¨hrend die Geschwindigkeitsdaten zur Identiﬁkation
verwendet wurden, wird die Vorhersagegenauigkeit weiter in Bezug auf die entsprechen-
de Relativposition in Abbildung 4.14 (b) aufgezeigt. Im Hinblick auf den integrierenden
Charakter des Vorhersagefehlers zeigt sich eine sehr hohe Modellgenauigkeit, bei der sich
ein resultierender Oﬀsetfehler von circa 0.5 Grad fu¨r einen Gesamtversatz von etwa 27
Grad ergibt (siehe vergro¨ßerten Ausschnitt in Abbildung 4.14 (b)). Man beachte, dass auf-
grund der mechanischen Ausfu¨hrung und verwendeten Sensorik die am Aktuatorsystem
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# 2 gewonnenen Messdaten – in Bezug auf das Prozess- und Messrauschen – gegenu¨ber
dem Aktuatorsystem aus Anhang A.1 eine viel ho¨here Qualita¨t aufweisen. Gleichzeitig
stellt eine sich stark unterscheidende Struktur des Aktuatorsystems # 2, vor allem die
konstruktionstechnische Ausfu¨hrung des Antriebs und der Achslagerung, eine eindeutig
andere im Bezug auf die wirkenden Reibungsmechanismen Situation dar. Dadurch sind
zusa¨tzliche Randbedingungen zur Pru¨fung der Generalisierungsfa¨higkeit des entwickelten
2-SEP-Reibungsmodells gegeben.




































Abbildung 4.14: Gemessene und vorhersagte Bewegungsantwort des Aktuatorsystems # 2:
(a) Relativgeschwindigkeit, (b) Relativposition
4.3 Identiﬁkation im Frequenzbereich
Wie bereits in Abschnitt 2.3.1 aufgezeigt, ist die Frequenzantwort des Systems mit nichtli-
nearer Reibung weitgehend charakteristisch, falls eine Variation der Anregungsamplituden
mit in Betracht gezogen wird. Die Identiﬁkation der Reibung im Frequenzbereich [87] be-
sitzt den großen Vorteil, ohne explizites Vorwissen u¨ber die dem Pre-sliding- und Sliding-
Regime entsprechenden Bewegungsbereiche auszukommen. Anstelle einer Voranalyse und
eines umfangreichen Designs der zum Aufdecken der Reibungseﬀekte erforderlichen Expe-
rimente wird aus einer einfachen Beobachtung der Ausgangsgro¨ße die Erkenntnis daru¨ber
gewonnen, mit welchen Anregungsamplituden eine hinreichende Signatur nichtlinearer Rei-
bung erzeugt werden kann.
Neben den mehrfrequenten Multi-Sinus und RBS (Random Binary Signal) Eingangs-
sequenzen eignet sich eine Chirp Anregung besonders gut, um die Frequenzantwort des
Systems mit nichtlinearer Reibung zu ermitteln – wie in Abschnitt 2.3.1 bereits erla¨u-
tert. Das Frequenzspektrum eines Chirp Signals mit der Bandbreite 0.1–10 Hz zeigt sich
beispielsweise in Abbildung 4.15.
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Abbildung 4.15: Frequenzspektrum der Chirp Anregung mit der Bandbreite 0.1–10 Hz




































Abbildung 4.16: Gemessene Geschwindigkeitsantwort des Systems auf Down-Chirp Anre-
gung (10–0.1 Hz) mit verschiedenen normierten Amplituden 1.5× u, 0.3× u und 0.23× u
Zur Identiﬁkation dynamischer Reibung wird vorzugsweise ein Down-Chirp Signal ange-
wendet, um durch die hochfrequente Anregung die anhaftenden Reibungsmechanismen am
Anfang der Bewegung und somit einen sozusagen
”
Kaltstart“ des Systems zu vermeiden.
Der zeitliche Verlauf der gemessenen Geschwindigkeitsantwort des Systems auf eine Down-
Chirp Anregung (10–0.1 Hz) mit verschiedenen, normierten Amplituden 1.5 × u, 0.3 × u
und 0.23 × u ist in Abbildung 4.16 (a), (b) und (c) entsprechend dargestellt. Die hieraus
ermittelte Frequenzantwort des Systems wurde bereits in Abschnitt 2.3.1 aufgezeigt (sie-
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he Abbildung 2.14). Die normierte Amplitude von 1.5 × u stellt den oberen Grenzbereich
dar, bei dem die niederfrequente Anregung zu einer maximalen Relativgeschwindigkeit von
circa 40 rps hinfu¨hrt. Mit einer steigenden Frequenz nimmt die resultierende Geschwindig-
keit angena¨hert exponential ab, wodurch das Systemverhalten demjenigen eines linearen
Systems a¨hnelt. Im Gegensatz dazu wird der Einﬂuss der Nichtlinearita¨t mit der sinken-
den Anregungsamplitude mehr und mehr sichtbar. Zur Ermittlung der anzuwendenden
Anregungsamplitude im mittleren Bereich (0.3 × u) wird beginnend mit dem Niveau der
vorausgescha¨tzten Coulombschen Reibung ein geeigneter Wert iterativ gesucht, bei wel-
chem die Geschwindigkeitsantwort unabha¨ngig von der Frequenz einen beinahe konstanten
Wert aufweist. Der somit gefundene Bereich der Relativbewegung ist durch ein gesa¨ttig-
tes elasto-plastisches Gleiten charakterisiert, bei welchem das System im makroskopischen
Sinne kaum beschleunigt wird, und somit die gesamte zugefu¨hrte Energie zum U¨berwinden
der Reibung im Pre-sliding-Regime verbraucht wird. Der durch einen a¨hnlichen Vorgang
iterativ ermittelte untere Bereich der Anregungsamplitude (0.23×u) stellt einen Grenzfall
dar, bei dem zwar die von Null abweichende Relativgeschwindigkeit noch zu beobachten
ist, aber dennoch einen deutlichen, frequenzabha¨ngigen Verlauf aufweist. Die auf diese
Weise ermittelte Frequenzantwort des Systems im Pre-sliding-Regime oﬀenbart die Aus-
wirkung elasto-plastischer Mechanismen der kontaktierenden Fla¨chenunebenheiten, welche
zum Auftreten sekunda¨rer Resonanzen gegebenenfalls hinfu¨hren ko¨nnen.
Die Scha¨tzung der experimentell ermittelten Frequenzantwort des Systems basiert auf
dem allseits bekannten H1 Algorithmus (siehe zum Beispiel [26]), welcher auf das Autoleis-










Dabei bezeichnet M die Anzahl der wiederholten Messungen, und r steht fu¨r die Mes-
sung bei der Frequenz f = rΔf . Der gesamte in Betracht gezogene Frequenzbereich wird
mit dem Schritt Δf mo¨glichst a¨quidistant abgetastet. Die Gro¨ßen U(r) und Y (r) sind
die konjugiert komplexen des Eingangs- und Ausgangsssignals. Die Modellparameter der
geschlossenen Aktuatordynamik mit dem 2SEP-Reibungsmodell werden mit Hilfe der ge-
messenen und berechneten Frequenzantwort im Least-Squares Sinne ermittelt. Mehrere
durchgefu¨hrte Identiﬁkationsversuche zeigten, dass schon allein der Amplitudengang der
betrachteten Frequenzantworten zur Reibungsidentiﬁkation ausreichend ist, und somit der
entsprechende Phasengang in die Zielfunktion der Parameteroptimierung nicht explizit ein-
bezogen werden muss. Die Frequenzantworten des Systems bei den drei Anregungsampli-










gleich gewichtet, so dass die drei angeregten charakteristischen Bereiche gleichermaßen mit
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jeweils hundert a¨quidistanten Frequenzpunkten zur Findung der Modellparameter beitra-
gen.
Die Evaluierung des im Frequenzbereich identiﬁzierten Modells der Systemdynamik
mit nichtlinearer Reibung erfolgt im Zeitbereich durch Anwendung von zwei Multisinus-
Trajektorien mit der Bandbreite 1–5 Hz und der normierten Versta¨rkung der Amplitude,
einmal 1×u und einmal 2×u [87]. Die somit erzeugten dynamischen Bewegungsproﬁle de-
cken einen breiten Arbeitsbereich ab – zwischen 0.2 rps und 20 rps – und beinhalten dabei
die Relativbewegungen sowohl im Pre-sliding- als auch im Sliding-Regime. Die gemessene
Geschwindigkeitsantwort des Systems fu¨r beide Anregungsamplituden ist gegenu¨ber der
Modellvorhersage in Abbildung 4.17 (a) und (b) entsprechend dargestellt. Die einzelnen
(a) – Anregungsamplitude 1× u
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(b) – Anregungsamplitude 2× u

































Abbildung 4.17: Evaluierung im Zeitbereich des im Frequenzbereich identiﬁzierten Modells:
Multi-sinus (1–5 Hz) Anregung mit normierten Amplituden 1× u (a) und 2× u (b)
vergro¨ßerten Ausschnitte beider Bewegungstrajektorien verdeutlichen eine gute U¨berein-
stimmung der gemessenen und der vorhergesagten Relativgeschwindigkeiten. Weiterhin ist
die Verteilung der Vorhersagefehler in Abbildung 4.18 sichtbar. Aus beiden Verteilungen der
Vorhersagefehler wird ersichtlich, dass das Aktuatorsystem eine gewisse Asymmetrie auf-
weist, wie bereits bei der Identiﬁkation im Zeitbereich festgestellt wurde (siehe Abbildung
4.11 (b)), wobei diese im Bereich gro¨ßerer Geschwindigkeiten deutlicher wird. Abgesehen
von diesem konstruktionsbedingten und somit fallspeziﬁschen Eﬀekt zeigt der Vorhersage-
fehler beider Anregungsamplituden eine eindeutige Tendenz zur Normalverteilung, mit dem
Mittelwert um den Nullpunkt. Demzufolge ko¨nnen die Restfehler des identiﬁzierten Mo-
dells zum Großteil auf das im System wirkende Prozess- und Messrauschen stochastischer
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(a) – Anregungsamplitude 1u






(b) – Anregungsamplitude 2u
Abbildung 4.18: Verteilung der Vorhersagefehler bei der Evaluierung im Zeitbereich, An-
regung mit normierter Versta¨rkung der Amplitude 1× u (a) und 2× u (b)
Natur zuru¨ckgefu¨hrt werden.
Das im Frequenzbereich gescha¨tzte Reibungsverhalten, beschrieben durch das 2SEP-
Modell, zeigt eine gute U¨bereinstimmung mit der Systemantwort im Zeitbereich und bietet
eine geeignete Alternative zu den Methoden der Reibungsidentiﬁkation im Zeitbereich an.
Insgesamt besitzt die Identiﬁkation dynamischer Reibung im Frequenzbereich mehrere Vor-
teile, die fu¨r eine praktische Anwendung besonders von Interesse sind und sich in folgenden
Punkten zusammenfassen lassen:
(i) Einfache Systemanregung, auch bei den begrenzten Bereichen der Relativbewegung;
(ii) Direkte Erzeugung der Identiﬁkationsdaten nach der Inbetriebnahme des Systems,
ohne eine ausfu¨hrliche Voranalyse der Systemdynamik;
(iii) Gute Generalisierungsfa¨higkeit des identiﬁzierten Modells aufgrund eines breiten be-
ru¨cksichtigten Bereichs der Eingangsfrequenzen und -amplituden.
4.4 Vergleich identiﬁzierter Reibungsmodelle
An dieser Stelle erfolgt der Vergleich dynamischer Reibungsmodelle, welche als state-of-
the-art auf dem Gebiet regelungsorientierter Modellierung der Prozessreibung in Betracht
gezogen und als die relevantesten angesehen werden, da sie sowohl weitgehende Akzeptanz
erfahren als auch hinsichtlich sich unterscheidender Formalismen einzeln analysiert und im-
plementiert wurden. Darunter sind das statische (Stribeck) Modell, die dynamischen Dahl-,
LuGre- und GMS-Modelle sowie das im Rahmen dieser Arbeit neu entwickelte dynamische
2SEP-Modell kinetischer Reibung. Es wird darauf hingewiesen, dass weitere bekannte dy-
namische Reibungsmodelle, wie zum Beispiel Leuven oder Ein-Zustands- elasto-plastisches
(El.-pl.) Modell, trotz ihrer in [27], [54], [56] aufgezeigten Eﬃzienz aufgrund ihrer struk-
turellen A¨hnlichkeit und ihres eher erweiternden Charakters gegenu¨ber den erwa¨hnten
Modellen nur teilweise zum Vergleich einbezogen werden.
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Folgende Tabelle (vergleiche mit [15]) gibt eine U¨bersicht u¨ber einige der relevantesten
charakteristischen Eigenschaften der in Betracht gezogenen Modelle kinetischer Reibung.
Im Pre-sliding- und Sliding-Regime wird zwischen einer statischen und einer dynamischen
Abbildung der Reibungskraft unterschieden. So weist zum Beispiel das Dahl-Modell dy-
Tabelle 4.1: U¨bersicht charakteristischer Eigenschaften kinetischer Reibungsmodelle
Modell Pre-sliding/ Frequenz- Hysterese Drift: Schalt- Anzahl
Sliding, unabha¨ng./ mit lokal./ kein/ funktion: freier
statisch/ abha¨ngige nicht-lokal. stetig/ vorhanden/ Param.
dynamisch Hysterese Geda¨chtnis variabel keine
Stribeck - - - stetig keine 5
sliding stat.
Dahl pre-sl. dyn. unabha¨ng. lokal stetig keine 3
sliding stat.
LuGre pre-sl. dyn. abha¨ngig lokal stetig keine 7
sliding dyn.
El.-pl. pre-sl. dyn. abha¨ngig lokal kein keine 9
sliding dyn.
Leuven pre-sl. dyn. abha¨ngig lokal stetig vorhanden 2N+6
sliding dyn.
GMS pre-sl. dyn. abha¨ngig nicht-lokal kein vorhanden 2N+5
sliding dyn.
2SEP pre-sl. dyn. variabel lokal variabel keine 7
sliding dyn.
namische Eigenschaften im Pre-sliding-Regime auf, zeigt allerdings eine statische Abbil-
dung der Reibungskraft durch den stationa¨ren Wert Fh wa¨hrend des Sliding-Regimes auf.
Die Frequenz(un-)abha¨ngigkeit der Reibungshysterese als Funktion der Relativposition im
Pre-sliding-Regime ha¨ngt hauptsa¨chlich von der Art des zu seiner Beschreibung verwende-
ten Formalismus ab. Hier bietet das 2SEP-Modell eine gewisse (als variabel bezeichnete)
Flexibilita¨t, realisiert durch die Wahl der Zustandsgewichte, an. Weiterhin wird zwischen
der Pre-sliding-Hysterese mit lokalem und nicht-lokalem Geda¨chtnis unterschieden. Wie
in Abschnitt 2.3.4 bereits diskutiert, wird darauf gestu¨tzt eine Drift-Eigenschaft der Rei-
bungsmodelle zum Vergleich mit einbezogen. Neben keiner und einer stetigen Drift anderer
Reibungsmodelle weist das 2SEP-Modell eine variable Drift-Eigenschaft auf, welche die
in Abschnitt 2.3.4 vorgestellten experimentellen Erkenntnisse stu¨tzt. Dabei ha¨ngt die Fle-
xibilita¨t bei der Abbildung des Drift-Eﬀekts stark von der verwendeten Abbildung der
Initialsteiﬁgkeit bei der Bewegungsumkehr ab. An dieser Stelle ist anzumerken, dass beim
eigentlichen Drift-Eﬀekt eine nicht gebundene Bewegung (sprich eine Masse ohne Ru¨ck-
stellfeder) betrachtet wird. Die driftfa¨higen Reibungsmodelle fu¨hren hierbei zu einer stetig
anwachsenden Relativposition mit einem oszillierenden Anteil um die Steigungsasymptote.
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Hingegen fu¨hren die Reibungsmodelle ohne Drift-Eigenschaft zu einer oszillierenden Bewe-
gung um einen angelaufenen Endpunkt der vorausgehenden Makrobewegung. Eine ebenfalls
unterscheidende Eigenschaft kinetischer Reibungsmodelle ist die Verwendung der Schalt-
funktionen beziehungsweise Schwellenwerte zur Abbildung eines U¨bergangs zwischen der
Pre-sliding- und Sliding-Reibungsdynamik. Diese ko¨nnen insofern von Relevanz sein, da die
dynamischen Zustandsvariablen eines Modells bei ihrer Verwendung im Rahmen der Re-
gelungsalgorithmen gegebenenfalls diﬀerenzierbar beziehungsweise integrierbar sein sollen.
Am Ende der Tabelle 4.1 wird die Anzahl freier und somit bei der Identiﬁkation zu ermit-
telnder Parameter einzelner Modelle verglichen. Hier wird mit N – im Falle des Leuven-
und GMS-Modells – die Anzahl der angenommen verteilten Slider-Elemente bezeichnet.
Aus Tabelle 4.1 wird ersichtlich, dass das 2SEP-Modell insgesamt mehr Flexibilita¨t in Be-
zug auf die Pre-sliding-Dynamik der Reibung anbietet. Dabei weist das 2SEP-Modell die
gleiche Komplexita¨t wie das LuGre-Modell auf.
Die experimentellen Daten zu einer nicht entkoppelten Identiﬁkation dynamischer Rei-
bung im Zeitbereich (siehe Abbildungen 4.10 und 4.11) wurden beim Abgleich verschiedener
Reibungsmodelle verwendet. Dabei wurden die gleichen Identiﬁkationsprogramm-Routinen
eingesetzt, ohne ihre Einstellungen speziﬁsch fu¨r jedes einzelne Reibungsmodell anzupas-
sen. Die durchgefu¨hrte Identiﬁkation ist fu¨r das Dahl-Modell nicht anwendbar (n.a.), weil
dieses kein Sliding-Regime dynamischer Reibung abbildet und somit bei den stark variie-
renden Relativgeschwindigkeiten zu keiner Parameterkonvergenz fu¨hrt. Gleichermaßen ist
das verwendete Identiﬁkations-Proﬁl zur Bestimmung der GMS-Parameter nicht zutreﬀend.
Hier liegt die Problematik in der Mehrdeutigkeit der Parameterlo¨sung fu¨r verteilte Slider-
Elemente, fu¨r welche ein speziell geeignetes Identiﬁkation-Prozedere – wie zum Beispiel mit
Hilfe der sogenannten Virgin-Kurven [44] – anzuwenden ist.
In Tabelle 4.2 sind der absolute Mittelwert, der Maximalwert und die Standardabwei-
chung des Residuums e = wˆ − w der Identiﬁkation verschiedener Reibungsmodelle darge-
stellt. Bei allen Indizien zeigt das 2SEP-Modell eine leicht ho¨here Identiﬁkationgenauigkeit
Tabelle 4.2: Residuum der Identiﬁkation der Reibungsmodelle
Modell mean |e| max |e| std e
Stribeck 0.6423 3.0581 0.7427
Dahl n.a. n.a. n.a.
LuGre 0.6580 3.0848 0.7498
GMS n.a. n.a. n.a.
2SEP 0.6173 2.8105 0.7020
gegenu¨ber dem Stribeck- und LuGre-Modell. Etwas u¨berraschend weist das LuGre-Modell
im Vergleich zum statischen Stribeck-Modell keine genaueren Identiﬁkationsergebnisse auf,
was allerdings auf das verwendete Geschwindigkeitsproﬁl zuru¨ckzufu¨hren ist, bei dem das
4.4. VERGLEICH IDENTIFIZIERTER REIBUNGSMODELLE 79
LuGre-Modell vermutlich nicht exakt das U¨bergangsverhalten nachbildet. Dennoch zeigen
die nahe zueinander liegenden Werte der Residuen, dass alle drei evaluierten Reibungsmo-
delle bei der gegebenen Bewegungstrajektorie generell zur Beschreibung der Systemdyna-
mik geeignet sind. Die Tabelle 4.3 vermittelt dabei einen Eindruck u¨ber die A¨hnlichkeit
der identiﬁzierten gemeinsamen Parameter aller drei Reibungsmodelle sowie der System-
tra¨gheit.
Tabelle 4.3: Identiﬁzierte gemeinsame Parameter verschiedener Reibungsmodelle
Modell σ Fc Fs Vs δ J
Stribeck 0.0044 0.0211 0.0430 0.3946 -1.6998 0.0009
LuGre 0.0044 0.0400 0.0465 3.1920 -0.2742 0.0010
2SEP 0.0041 0.0199 0.0480 0.7921 -1.5953 0.0010
Nahe zueinander liegende Werte der Systemtra¨gheit J und des viskosen Reibungskoef-
ﬁzienten σ sprechen fu¨r eine gute U¨bereinstimmung bei der Identiﬁkation der linearen An-
teile der Systemdynamik. Sta¨rker unterscheiden sich allerdings die nichtlinearen Stribeck-
Parameter, besonders im Falle des LuGre-Modells. Hier deuten die wesentlich voneinan-
der abweichenden Werte fu¨r Coulombsche Reibung Fc, Stribeck-Geschwindigkeit Vs und
Stribeck-Formfaktor δ auf die modellspeziﬁsche Abbildung des U¨bergangsverhaltens dy-
namischer Reibung hin und erkla¨ren die Werte geringerer Genauigkeit des LuGre-Modells
aus Tabelle 4.2.
Zur Evaluierung identiﬁzierter Reibungsmodelle wurde ein Satz weiterer experimen-
teller Daten verwendet, welcher einen breiten Amplituden- und Frequenzbereich der Re-
lativgeschwindigkeit beinhaltet. Zu diesem Zweck wurde das Aktuatorsystem mit einem





















Abbildung 4.19: Gemessene Relativgeschwindigkeit zur Evaluierung identiﬁzierter Rei-
bungsmodelle: (a) zeitlicher Verlauf, (b) Verteilung einzelner Relativgeschwindigkeiten
Down-Chirp Signal der Amplitude 1.2 A und der Bandbreite 50–0.1 Hz angeregt. Die re-
sultierende Systemantwort der Relativgeschwindigkeit ist in Abbildung 4.19 dargestellt.
Um das Auftreten einzelner Relativgeschwindigkeiten besser beurteilen zu ko¨nnen, werden
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diese zusa¨tzlich als eine Verteilung im Histogramm in Abbildung 4.19 (b) aufgezeichnet. Es
ist oﬀensichtlich, dass die niedrigen Relativgeschwindigkeiten zwischen 0 und ±5 rps we-
sentlich sta¨rker vertreten sind. Dabei liegen die Spitzenwerte um etwa ±1 rps, was bei den
relativ hohen Frequenzen eher dem Pre-sliding-Bereich dynamischer Reibung entspricht,
sowie den U¨bergangsphasen zum Sliding. Insgesamt 240.000 Datenpunkte der modellba-
sierten Vorhersage wurden evaluiert, von denen der absolute maximale und mittlere Wert
des direkten Modellfehlers e = wˆ − w sowie seine Standardabweichung in Tabelle 4.4 zu-
sammengefasst sind.
Tabelle 4.4: Evaluierung identiﬁzierter Reibungsmodelle
Modell mean |e| max |e| std e
Stribeck 0.2647 3.5415 0.4192
LuGre 0.2576 3.6654 0.4197
2SEP 0.1934 3.7252 0.3629
Alle Indizien des Vorhersagefehlers zeigen eine ho¨here Genauigkeit des 2SEP-Modells,
auch wenn sein maximaler Absolutfehler diejenigen der LuGre- und Stribeck-Modelle leicht
u¨bersteigt. Im absoluten Mittelwert zeigt das 2SEP-Modell eine Verbesserung gegenu¨ber
den beiden anderen Modellen um etwa 25 %. Auch das LuGre-Modell zeigt hier eine leich-
te U¨berlegenheit gegenu¨ber dem Stribeck-Modell, was fu¨r das Pre-sliding-Regime dynami-





























Abbildung 4.20: Histogramm der Fehlerverteilung evaluierter Reibungsmodelle: (a)
Stribeck-Modell, (b) LuGre-Modell, (c) 2SEP-Modell
Die Fehlerverteilung evaluierter Reibungsmodelle ist in Abbildung 4.20 in Form eines
Histogramms dargestellt. Dieses zeigt, dass der Großteil der Vorhersagefehler im Bereich
±0.5 rps im Falle des Stribeck-Modells am breitesten gestreut ist, was die Begru¨ndung
nahelegt, dass gerade im Bereich kleinerer Geschwindigkeiten die U¨bergangsdynamik der
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Reibung mit Hilfe des Stribeck-Modells nicht entsprechend abgebildet werden kann. Wei-
terhin verweisen die Doppelspitzen im Falle des Stribeck- und des LuGre-Modells auf eine
sta¨rkere Fehlerkorrelation mit der Relativgeschwindigkeit (vergleiche mit Abbildung 4.19
(b)). Dagegen spricht eine sta¨rkere A¨hnlichkeit zwischen der Fehlerverteilung im Falle des
2SEP-Modells und der Normalverteilung fu¨r eine ho¨here stochastische Unabha¨ngigkeit, was
den Ru¨ckschluss zula¨sst, dass es sich eher um eine auf Prozessrauschen zuru¨ckzufu¨hrende
Fehlerquelle handelt und was gleichzeitig fu¨r eine ho¨here Modellgenauigkeit spricht.
Diskussion
Bei der Identiﬁkation dynamischer Reibung im Kontext eines angetriebenen Aktuatorsys-
tems ko¨nnen die geeigneten Daten sowohl in einem geregelten als auch in einem gesteuerten
(in oﬀener Regelstrecke) Betrieb gewonnen werden. Meist erfordert die Identiﬁkation dy-
namischer Reibung im Zeitbereich eine tiefgehende Voranalyse der Systemdynamik sowie
das entsprechende Expertenwissen u¨ber die Reibung im System, um die aussagekra¨ftigen
experimentellen Daten zielgerichtet zu erzeugen. Letztere sollen na¨mlich eine ausreichen-
de Signatur dynamischer Reibung im Pre-sliding- und Sliding-Regime beinhalten und si-
gniﬁkante Reibungseigenschaften – zum Beispiel Pre-sliding-Hysterese, Reibungsnachlauf,
Drift und Losbrechverhalten – aufdecken. Eine geeignete und praxistaugliche Alternative
zur Reibungsidentiﬁkation im Zeitbereich bietet der vorgeschlagene Ansatz im Frequenzbe-
reich an, welcher mit relativ wenig Messungen auskommt und gleichzeitig eine hinreichende
Signatur dynamischer Reibung hervorruft. Der letztendlich auszuwa¨hlende Ansatz einer der
vorgestellten Identiﬁkationsstrategien, unabha¨ngig ob im Zeit- oder Frequenzbereich, ist al-
lerdings fallspeziﬁsch und kann fu¨r die jeweilige Anwendung sowohl Vor- als auch Nachteile
mit sich bringen. Die experimentelle Evaluierung identiﬁzierter Reibungmodelle, darunter
das statische Stribeck-Modell und die dynamische LuGre- sowie 2SEP-Modell, zeigt eine
leichte U¨berlegenheit des 2SEP-Modells im Hinblick auf die U¨bereinstimmung sowohl mit
den Identiﬁkationsdaten als auch den weiteren Evaluierungsdaten.




In diesem Kapitel werden die in ga¨ngigen Aktuatorsystemen meist eingesetzten Regelungs-
konzepte einzeln vorgestellt. Darunter za¨hlen die kaskadierte Regelung, die Zustandsre-
gelung sowie die Gain-Scheduling Regelungsstrategie. Allgemeine Aspekte der Regleraus-
legung werden hierbei angesprochen. Die vorgestellten
”
klassischen“ Regelungskonzepte
bilden eine Ausgangslage fu¨r die weiteren expliziten Kompensationsmaßnahmen gegen die
reibungsbedingten Sto¨rungen, indem eine konventionelle Regelung entsprechend ausgewei-
tet wird.
5.1 Kaskadierte Regelung
Die kaskadierte Regelung, auch Kaskadenregelung genannt, stellt wohl ein fu¨r die kon-
ventionellen Aktuatorsysteme meist verbreitetes Regelungskonzept dar. Die kaskadierte
Regelung fu¨r elektrische Antriebe (siehe zum Beispiel [102] fu¨r mehr Details) ist in Form
einer verschachtelten Struktur mit meistens drei einzelnen Regelkreisen aufgebaut, wobei
die Fu¨hrungsgro¨ße einer inneren Regelschleife gleichzeitig die Stellgro¨ße des u¨bergeordne-
ten Reglers darstellt. Im Bezug auf elektro-mechanische Antriebe bestimmen die inha¨ren-
ten dynamischen Zustandsgro¨ßen des Systems, und zwar der Motorstrom, die Drehzahl,
und die Position (Lage), die strukturelle Einordnung der Kaskadenregelung. Aus Sicht des
U¨bergangsverhaltens und der entsprechenden Zeitkonstanten bilden die schnellsten dyna-
mischen Vorga¨nge beziehungsweise Zusta¨nde die inneren Regelschleifen einer Kaskadenre-
gelung ab. Die sich relativ langsam verhaltenden Zustandsgro¨ßen sind im Gegenteil nach
außen verlegt und bilden somit die a¨ußeren Regelschleifen einer Kaskadenregelung ab.
Dabei sollen alle dynamischen Vorga¨nge in inneren Regelkreisen wesentlich schneller als
diejenigen in a¨ußeren Regelschleifen abgewickelt werden. Somit sollen die Polstellen eines
inneren geschlossenen Regelkreises sich in negative Richtung etwa in einer Gro¨ßenordnung
von den a¨ußeren Polstellen unterscheiden (siehe zum Beispiel bei [22]). Bekanntlich wird
eine kaskadierte Regelung mit einem Bottom-up-Prinzip entworfen, so dass die Auslegung
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der innersten Regelschleife zuerst erfolgt. Anschließend werden die a¨ußeren Regelschleifen
unter Beru¨cksichtigung des erzielten dynamischen Verhaltens der inneren Regelschleifen
und zusa¨tzlicher Sto¨rgro¨ßen alle nacheinander einzeln ausgelegt.
Das Strukturbild der konventionellen kaskadierten Regelung eines kommerziell verfu¨g-
baren Servo-Motors [29] ist beispielhaft in Abbildung 5.1 dargestellt. Der Wirkstrom in
Abbildung 5.1: Strukturbild der konventionellen Kaskadenregelung eines Servo-Motors [29]
den Motorwicklungen, welcher meist als proportional zum erzeugten Antriebsdrehmoment
angesehen wird, wird durch eine PI-Regler mit einem hohen Proportional- und Integralan-
teil ausgeregelt. Zusa¨tzliche Strombegrenzungs-, Temperaturanpassungs- und Filterungs-
maßnahmen sind meist in eine Stromregelung zusa¨tzlich integriert, a¨ndern aber nicht ih-
re grundsa¨tzliche Struktur. Die u¨bergeordnete Drehzahlregelung wird entweder als eine
PI- oder eine PID-Regelung aufgebaut und ist unter Beru¨cksichtigung variabler Last- be-
ziehungsweise Sto¨rmomente besonders robust auszulegen. Im Falle einer schnellen und
schwingungsfreien Stromregelung stellt ein geschlossener innerer Stromregelkreis ein zu-
sa¨tzliches PT1 U¨bertragungsglied dar, welches sich zwischen der Drehzahlregelung und
der Regelstrecke des mechanischen Teilsystems beﬁndet. Somit greifen die ha¨uﬁg wa¨hrend
der Reglerauslegung nicht oder nur teilweise bekannten Lastmomente des Aktuators als
Eingangssto¨rgro¨ßen in den Drehzahlregelkreis ein. Demzufolge wird die Drehzahlregelung
ha¨uﬁg mit einer zusa¨tzlichen modellbasierten Vorsteuerung vorgesehen, um der stark va-
riierenden Drehmomentbilanz des Gesamtsystems gerecht zu werden. Als die a¨ußere und
somit langsamste Regelschleife tritt die Positions- oder Lagerregelung auf, die ha¨uﬁg als
eine einfache Proportionalregelung implementiert wird. Aus Sicht des Positionsreglers stellt
der geschlossene Drehzahlregelkreis wiederum vereinfacht ein PT1 oder genauer ein nicht-
schwingfa¨higes PTn U¨bertragungsglied dar, wobei ein leichtes U¨berschwingverhalten der
Drehzahlregelung ha¨uﬁg als durchaus akzeptabel angenommen wird. Um den schnellen a¨u-
ßeren Drehzahlsto¨rungen entgegenzuwirken und die stationa¨re Genauigkeit zu gewa¨hrleis-
ten, wird die Lagerregelung ha¨uﬁg mit zusa¨tzlichen Proportional- und Diﬀerentialanteilen
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vorgesehen.
Die Auslegung einzelner Regelschleifen kann mit Hilfe der Standardverfahren der Re-
gelungstechnik [66], [110] entweder im Zeit- oder Frequenzbereich durchgefu¨hrt werden.
Allerdings wird bei der Abstimmung der Parameter des Stromregelkreises eine breitban-
dige Anregung im Frequenzbereich bevorzugt, um eine aussagekra¨ftige Frequenzantwort
des Servo-Motors zu erhalten. Ansonsten wa¨ren im Zeitbereich die Sa¨ttigungstro¨me relativ
schnell erreicht, und keine aussagekra¨ftige Signatur des U¨bergangsverhaltens des Motor-
stroms wa¨re dadurch erzeugt. Daru¨ber hinaus la¨uft ein unbelasteter Servo-Motor bei einem
stromgesteuerten Betrieb im Zeitbereich relativ schnell u¨ber seine zula¨ssigen Drehzahlgren-
zen hinaus, so dass die Anregungsamplituden in diesem Fall relativ gering gehalten werden
mu¨ssen. Dies ist wiederum schwerlich realisierbar, da der Verlauf des Motorstroms meist
den stark variierenden strukturbezogenen Welligkeitseﬀekten [18] auf einer vollen Umdre-
hung des Rotors ausgesetzt ist. Wird aber hingegen eine Frequenzantwort des Motorstroms,
auch wenn nur angena¨hert, ermittelt, kann darauf stu¨tzend eine robuste PI-Regelung re-
lativ einfach ausgelegt werden. An dieser Stelle ist anzumerken, dass die Identiﬁkation der
Frequenzantwort des Motorstroms auch in der Zwangslage einer blockierten Rotorwelle
durchgefu¨hrt werden kann. Allerdings liefert die Anregung in einem frei laufenden Betrieb
die durch die Mittelung um einiges verbesserten Identiﬁkationsergebnisse im Hinblick auf
die lageabha¨ngigen Welligkeitseﬀekte.
Weist nun die entworfene Stromregelung eine reelle Polstelle, welche weit links im Ver-
gleich zu den dominanten Polstellen des mechanischen Teilsystems liegt, auf, so kann die
Eigendynamik des Stromregelkreises vernachla¨ssigt oder als mit dem dynamischen Verhal-
ten des Aktuators
”
verschmolzen“ betrachtet werden. Wird nun die Regelstrecke angena¨hert
als ein PT1 U¨bertragungsglied H(s) dargestellt (siehe zum Beispiel den Amplitudengang
fu¨r 1.5× u in Abbildung 2.14 in Abschnitt 2.3.1), so kann die Ausgangsgro¨ße des geschlos-
senen Drehzahlregelkreises wie folgt
W (s) =
PI(s)H(s)




1 + PI(s)H(s)︸ ︷︷ ︸
S(s)
D(s) (5.1)
aufgeschrieben werden. Dabei entspricht D(s) den unbekannten Sto¨rgro¨ßen, welche infolge
der Lastmomente des Aktuatorsystems am Eingang der Regelstrecke einwirken. Werden
nun eine bestimmte U¨bertragungsfunktion H(s) und eine bestimmte PI-Regelung ange-
nommen (siehe weiter in Abschnitt 7.1), so la¨sst sich die Frequenzantwort von R(jω) und
S(jω) wie in Abbildung 5.2 darstellen. Es ist leicht zu erkennen, dass das U¨bertragungs-
verhalten im Bezug auf das Sto¨rsignal im niederfrequenten Bereich stark geda¨mpft ist,
dennoch in Richtung der Knickfrequenz des geschlossenen Regelkreises sta¨rker anwa¨chst.
Durch eine u¨berlagerte Ru¨ckkopplung der Sto¨rgro¨ßen wird der Verlauf der Regelgro¨ße
in ihrer Amplitude und Phase negativ beeinﬂusst. So sind der Amplituden- und Frequenz-
bereich der Sto¨rgro¨ße D(jω) bei der Auslegung der Drehzahlregelung gegenebenfalls mit zu
beru¨cksichtigen. Es ist anzumerken, dass eine begrenzte Sto¨rgro¨ße die Gu¨te des geschlos-
senen Regelkreises zwar beeinﬂusst, seine Stabilita¨t und Stationa¨rgenauigkeit werden aber
im Allgemeinen dadurch nicht gefa¨hrdet.






























Abbildung 5.2: Frequenzantwort des geschlossenen Drehzahlregelkreises aus PT1 Regelstre-
cke und PI-Regelung mit der Eingangssto¨rgro¨ße
Im Kontext der Kompensation der geschwindigkeitsabha¨ngigen Reibung ist die Ebene
der Drehzahlregelung innerhalb einer kaskadierten Reglerstruktur von gro¨ßtem Interesse.
Aus diesem Grunde werden hier die einzelnen Aspekte der u¨bergeordneten Lageregelung
nicht weiter behandelt. Zu dem wird im Weiteren angenommen, dass im betrachteten Ak-
tuatorsystem keine positionsabha¨ngigen Sto¨rgro¨ßen oder A¨nderungen im U¨bertragungsver-
halten auftreten. An dieser Stelle ist anzumerken, dass solchen gut bekannten positions-
abha¨ngigen Sto¨reﬀekten, wie zum Beispiel Gravitationsmomente in Robotersystemen oder
Motorwelligkeit aus der Stator-Rotor-Struktur, mit den dafu¨r speziell entwickelten Kom-
pensationsmaßnahmen zu begegnen ist. Dies hat allerdings weniger mit den allgemeinen
Grundzu¨gen eines Reglerentwurfs fu¨r die Aktuatorsysteme zu tun.
5.2 Zustandsregelung
Die klassische Zustandsregelung mit Ru¨ckfu¨hrung der gemessenen oder beobachteten [65]
Zustandsgro¨ßen kann genauso gut fu¨r elektro-mechanische Aktuatorsysteme eingesetzt wer-
den (siehe zum Beispiel [22], [100]). Insbesondere ist es sinnvoll, wenn ein einheitlicher Ent-
wurf der Gesamtregelung aus anwendungsspeziﬁschen Gru¨nden erforderlich wird oder die
Umsetzung mehrerer kaskadierten Regelschleifen aus technischen Gru¨nden nicht oder nur
schwer realisierbar ist. Basierend auf der Zustandsraumdarstellung eines Systems wird das
Eigenverhalten des geschlossenen Regelkreises durch die Ru¨ckfu¨hrung der Zustandsgro¨ßen
mit einer explizit berechneten Versta¨rkung gezielt beeinﬂusst. Das Strukturbild der klassi-
schen Zustandsregelung mit einem Zustandsru¨ckfu¨hrungsvektor K und einem Vorﬁlter V
ist in Abbildung 5.3 dargestellt. Als gesamtes Regelungsgesetz ergibt sich somit
u(t) = −Kx(t) + V wsoll(t) , (5.2)
wobei x den Zustandsvektor der Regelstrecke darstellt. Da die Zustandsru¨ckfu¨hrung die











Abbildung 5.3: Strukturbild einer Zustandsregelung mit Zustandsru¨ckfu¨hrung und Vorﬁlter
fungiert, dennoch keine stationa¨re Genauigkeit gewa¨hrleistet, wird ein zusa¨tzliches Vorﬁlter
fu¨r den Sollwert beno¨tigt. Fu¨r die bestimmten Zustandsru¨ckfu¨hrungskoeﬃzienten, fu¨r deren
Ermittlung eine Reihe Standardverfahren existiert (siehe zum Beispiel bei [66]), kann das
Vorﬁlter analytisch als
V = −(CT (A−BK)−1B)−1 (5.3)
berechnet werden. Allerdings reicht die somit erzielte stationa¨re Endgenauigkeit des Re-
gelkreises infolge der unabdingbaren Modellungenauigkeiten und Parameterdrift in vielen
realen Anwendungensfa¨llen nicht aus. Um diesem Nachteil der Zustandsregelung zu be-
gegnen, wird die entworfene Zustandsregelung ha¨uﬁg mit einer zusa¨tzlich vorgeschalteten
PI-Regelung in Kombination gebracht. Dabei u¨bernimmt die eigentliche Zustandsregelung
die Sto¨rgro¨ßenkompensation sowie die Realisierung eines schnellen U¨bergangsverhaltens,
wobei die a¨ußere PI-Regelung fu¨r das Folgeverhalten der Sollwertvorgabe zusta¨ndig ist.
Der große Vorteil der Zustandsregelung liegt allerdings darin, dass sich zum einen die
bestimmten Eigenvorga¨nge der Systemdynamik gezielt unterdru¨cken lassen, das heißt die
Polstellen des geschlossenen Regelkreises vorgegeben werden ko¨nnen. Und zum anderen
wird die Systemordung durch die Zustandsru¨ckfu¨hrung nicht zusa¨tzlich erho¨ht, was einer
ausregelzeitbezogenen Eﬃzienz des geschlossenen Regelreises zugunsten kommt. Im Kon-
text eines elektro-mechanischen Aktuatorsystems stellen der eﬀektive Motorstrom und die
Drehzahl der Motorwelle zwei inha¨rente Zustandsgro¨ßen dar, welche in den meisten Fa¨llen
messtechnisch erfasst und direkt fu¨r die Ru¨ckfu¨hrung eingesetzt werden ko¨nnen. Werden
allerdings zum Beispiel zusa¨tzliche Massen und Elastizita¨ten der Aktuatorlast in Betracht
gezogen, so erho¨ht sich die Systemordnung und somit die Anzahl der zuru¨ckzufu¨hrenden
Zustandsgro¨ßen. Diese ko¨nnen aber ha¨uﬁg messtechnisch nicht erfasst werden und mu¨ssen
daher mit Hilfe eines Beobachters gescha¨tzt werden.
Zum Lo¨sen des Problems eines bei klassischer Zustandsregelung fehlenden Soll-Istwert-
Vergleichs gibt es fortgeschrittene Ansa¨tze zur Zustandsregelung linearer Systeme [82],
welche eine erweiterte Struktur des Zustandsregelkreises vorsehen und durch einen entspre-
chenden Soll-Istwert-Vergleich der Zustandsgro¨ßen das Garantieren der stationa¨ren Endge-
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nauigkeiten ermo¨glichen. Angrenzend an den Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit wurde
der Ansatz fu¨r den nichtlinearen Fall einer SDRE (State Dependent Riccati Equation) [23]
Regelung erweitert und am Aktuatorsystem aus Anhang A.1 mit einer zusa¨tzlichen Gravi-
tationslast erfolgreich erprobt [101]. Die fortgeschrittenen/erweiterten Zustandsregelungen
sowie SDRE Regelungsstrategien liegen allerdings außerhalb der Rahmen dieser Arbeit.
Auf sie wird daher nicht na¨he eingegangen.
5.3 Gain-Scheduling
Die Gain-Scheduling Regelungsstrategien [103], [12] sind die in der Praxis ha¨uﬁg eingesetz-
ten Methoden, um mit den stark nichtlinearen oder parameter-abha¨ngigen Dynamiken der
Regelstrecke umzugehen. Die Hauptidee des Gain-Scheduling besteht in der Auswahl meh-
rerer Arbeitpunkte, welche den Gesamtbereich der Systemdynamik umfassen. Anschließend
kann fu¨r eine lokale lineare zeitinvariante Approximation jedes gewa¨hlten Arbeitspunktes
eine entsprechende lineare Regelung einzeln entworfen werden. In dem gesamt entworfe-
nen Regler werden anschließend die
”
Gain-Parameter“ zwischen einzelnen Arbeitspunkten
interpoliert oder sozusagen gescheduled.
Trotz eines relativ starken Mangels an theoretischer Analyse haben sich die Regelungs-
ansa¨tze mit Gain-Scheduling in zahlreichen Anwendungsgebieten stark verbreitet und meis-
tens bewa¨hrt. Das Hauptproblem des Gain-Scheduling liegt darin, dass sich die realisier-
ten Eigenschaften jedes einzelnen arbeitspunktbezogenen Reglers im Allgemeinen nicht
auf den gesamten Scheduling-Raum u¨bertragen lassen. Somit ko¨nnen abgesehen von der
Reglereﬃzienz solche Grundeigenschaften wie allgemeine Stabilita¨t oder Robustheit gegen-
u¨ber den unbekannten Sto¨rungen nicht immer garantiert werden. Insofern ein zeitvariantes
Systemverhalten vorliegt, kann ein Gain-Scheduling sogar destabilisierend einwirken. Zwei
wesentliche Richtlinien haben sich daher in der Praxis das Gain-Scheduling etabliert (siehe
zum Beispiel bei [104]): (i) Gain-Scheduling Variable soll die Nichtlinearita¨t des Systems
abfangen, (ii) Gain-Scheduling Variable soll nur langsam im Vergleich zur eigenen System-
dynamik variieren.
Eine breite Klasse der Systeme, fu¨r welche ein theoretisches Werk der Gain-Scheduling
Probleme aufgestellt wurde [103] und fu¨r die somit die analytischen Bedingungen fu¨r die
garantierte Beibehaltung der Eigenschaften jenes arbeitspunktsbezogenen Reglerentwurfs
gegeben sind, sind die LPV (Linear Parameter Varying) Systeme [74]. Ein LPV System
ist als ein lineares System, dessen Dynamik von den externen a-priori unbekannten, aber
begrenzten und online messbaren Parametern abha¨ngt, deﬁniert. Dabei besteht das einzige
a-priori Wissen u¨ber die zeitvarianten externen Parameter, abgesehen von ihrem Deﬁniti-
















aufgeschrieben werden. Dabei bezeichnet ϑ(t) den Vektor der zeitvarianten externen Pa-
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rameter, welche die dynamischen Eigenschaften des Systems a¨ndern. Es wird meist ange-
nommen, dass ϑ(t) ∈ Θ einer kompakten vordeﬁnierten Menge angeho¨rt. Ha¨uﬁg werden
die zeitvarianten externen Parameter im Kontext einer Gain-Scheduling-Regelung entweder
durch die Sollwerttrajektorie oder durch die Ausgangsregelgro¨ße abgebildet. Der Entwurf
einer Gain-Scheduling-Regelung fu¨r ein LPV System kann typischerweise in zwei Schritten
erfolgen. Zuerst wird ein Satz der Parameterwerte {ϑi}, welcher den nominellen Bereich
der Systemdynamik repra¨sentiert, gewa¨hlt und fu¨r jeden einzelnen Wert wird eine lineare
zeitinvariante Regelung entworfen. Anschließend wird zwischen den einzelnen Reglern eine
geeignete Interpolation durchgefu¨hrt, so dass fu¨r alle festgehaltenen Parameterwerte aus Θ




klassischer“ Regelungskonzepte, darunter die kaskadierte Regelung, Zustands-
regelung und die Gain-Scheduling Regelungsstrategie, bildet die Basis der in der Praxis
meist verbreiteten Ansa¨tze zur Ansteuerung der Aktuatorsysteme. In den meisten Fa¨llen
einer durch den elektrischen Servo-Motor erzeugten Relativbewegung werden der eﬀektiv
wirkende Motorstrom, die Motordrehzahl sowie die Winkelposition der Rotorwelle als in-
ha¨rente dynamische Zusta¨nde verstanden. Diese ko¨nnen meist messtechnisch direkt erfasst
und fu¨r das eine oder andere Regelungskonzept als Ru¨ckkopplungsgro¨ßen verwendet wer-
den. Dabei ko¨nnen die Regelungen entweder im Leerlaufbetrieb fu¨r eine zuerst unbekannte
Last oder direkt im Nutzbetrieb des im Prozess eingesetzten Aktuators entworfen werden.
Vor allem im ersten Fall gewinnen die Fragen der Robustheit des geschlossenen Regelkreises
im Bezug auf die marginal bekannten Parameter der Regelstrecke an Bedeutung.




Dieses Kapitel widmet sich der Kompensation dynamischer Reibung in Aktuatorsyste-
men basierend auf den bereits bekannten modellgestu¨tzten sowie den im Rahmen der Ar-
beit vorgeschlagenen Kompensationsstrategien. Darunter za¨hlen zum einen die klassische
Luenberger-basierte Beobachtung der Zustandsdynamik inklusive nichtlinearer Reibung
und zum anderen der neu entwickelte Feed-Forward Reibungsbeobachter. Letzterer stellt
eine adaptive Erweiterung der la¨ngst bekannten und gut bewa¨hrten Reibungskompensation
in Form einer inversen Vorsteuerung dar, welche ebenfalls zur Kompensation dynamischer
Reibung in Betracht gezogen wird. Am Anfang des Kapitels werden die charakteristischen
Referenztrajektorien der Relativbewegung, anhand von den die Drehzahlregelung mit und
ohne der Reibungskompensation evaluiert wird, vorgestellt.
6.1 Charakteristische Referenztrajektorien
Unter Beru¨cksichtigung technischer Randbedingungen des zur Reibungskompensation ein-
gesetzten Aktuatorsystems aus Anhang A.1 sowie des im Kapitel 2 bereits analysierten
und identiﬁzierten Reibungsverhaltens werden drei verschiedene Referenztrajektorien der
Relativgeschwindigkeit entworfen und zu Analyse- und Evaluierungszwecken weiter ver-
wendet. Diese sollen mo¨glichst variable Amplituden- und Frequenzbereiche der Bewegung
des Aktuators abdecken und somit das charakteristische Reibungsverhalten in verschiede-
nen Betriebs-Modis hervorrufen. Zusa¨tzlich zu den dynamischen und stationa¨ren Phasen
der Relativbewegung wird der dynamische Betrieb mit nahe zu Null liegenden Relativ-
geschwindigkeiten sowie einer ha¨uﬁgen Bewegungumkehr besonders beachtet. Gerade aus
Sicht der hochdynamischen und -pra¨zisen Anwendungen moderner Automatisierungs- und
Robotertechnik sind solche Betriebsarten im Kontext der reibungsbedingten Sto¨reﬀekte
von großem Interesse.
Die erste Referenztrajektorie A (weiter auch als Trajektorie A bezeichnet) stellt eine
Sequenz von den Spru¨ngen verschiedener Amplituden dar. Der U¨bersichtlichkeit halber ist
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Abbildung 6.1: Referenztrajektorie A der Relativgeschwindigkeit: treppenfo¨rmige Sequenz
der Spru¨nge mit verschiedenen Amplituden
die Gesamtsequenz aufgeteilt in zwei unterschiedlich skalierte Teilsequenzen in Abbildung
6.1 dargestellt. Dabei liegen die gro¨ßten Spru¨nge bei ±30 rps und die kleinsten bei ±0.2
rps. Diese bilden bereits den oberen beziehungsweise unteren Bereich der ausfu¨hrbaren
Drehbewegung des Aktuatorsystems ab (siehe Abbildung 2.14 in Abschnitt 2.3.1). Die
Bewegung des Aktuatorsystems mit den Relativgeschwindigkeiten unter 0.2 rps ist aus Sicht
der Ansteuerung auch mo¨glich. Hierbei liegt aber das Signal-Rausch-Verha¨ltnis bereits
im Bereich von etwa 10 dB, so dass eine eﬃziente Verwendung des Ausgangssignals zu
Regelungszwecken als wenig sinnvoll erscheint. An dieser Stelle ist anzumerken, dass die
Relativgeschwindigkeit von 0.2 rps auf der Antriebsseite einer Relativgeschwindigkeit von
etwa 0.45 Grad/s auf der Abtriebsseite der Getriebeuntersetzung entspricht und somit eine
Art Mikrobewegung des Aktuators darstellt.











Abbildung 6.2: Referenztrajektorie B der Relativgeschwindigkeit: Multisinus (0.01–2 Hz)
Sequenz umhu¨llt durch die Sigmoid-Funktion
Die zweite Referenztrajektorie B (weiter auch als Trajektorie B bezeichnet), dargestellt
in Abbildung 6.2, ist eine Multisinus (0.01–2 Hz) Sequenz, welche von zwei zueinander sym-
metrischen Sigmoid-Funktionen umhu¨llt wird. Dadurch teilt sich die gesamte Trajektorie
in Bereiche der Mikro- und der Makrobewegung, hierbei mit den Relativgeschwindigkeiten
einmal unter 1 rps und einmal bis zu 25 rps entsprechend. Die verwendete umhu¨llende Funk-
tion ermo¨glicht vor allem einen glatten U¨bergang zwischen einzelnen Bewegungsbereichen,
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ohne einen Ruck wie im Falle sprungfo¨rmiger Signale oder ein Anhaften wie im Falle eines
Stillstands zusa¨tzlich zu erzeugen. Die Referenztrajektorie B umfasst somit unter anderem
die glatten U¨berga¨nge im Reibungsverhalten zwischen Pre-sliding- und Sliding-Regimes,
so dass eine anschließende Analyse der Regelabweichungen die wesentlichen Schlu¨sse u¨ber
die Generalisierungsfa¨higkeit jeweiliger Kompensationsstrategien einfacher ziehen la¨sst.











Abbildung 6.3: Referenztrajektorie C der Relativgeschwindigkeit: Multisinus (0.01–5 Hz)
Sequenz mit Amplituden unter 1 rps
Die dritte Referenztrajektorie C (weiter auch als Trajektorie C bezeichnet), dargestellt
in Abbildung 6.3, ist ebenfalls eine Multisinus Sequenz, welche allerdings eine vergro¨ßerte
Bandbreite 0.01–5 Hz aufweist und deren Amplituden unter 1 rps liegen. Aus Sicht der auf-
tretenden Reibungseﬀekte ist die Referenztrajektorie C meist fu¨r das Pre-sliding-Regime
charakteristisch und umfasst neben einer ha¨uﬁgen Bewegungsumkehr mehrere Ru¨ckga¨nge
zur Nullgeschwindigkeit, ohne aber die Bewegungsrichtung dabei zu wechseln. Der ent-
sprechende Verlauf des Relativversatzes, welcher auf mehrere fu¨r das Pre-sliding-Regime
charakteristische Mikrozyklen hindeutet, ist weiter in Abbildung 6.13 dargestellt (dort al-
lerdings fu¨r die resultierende geregelte Istgro¨ße).
Die fu¨r Evaluierungszwecke speziell entworfenen charakteristischen Referenztrajekto-
rien umfassen ein breites Spektrum mo¨glicher Bewegungsszenarien des verwendeten Ak-
tuatorssystems. Im Hinblick auf die Knickfrequenz des gemessenen Amplitudengangs des
Aktuators, welche fu¨r gro¨ßere Anregungsamplituden bei etwa 3 rad/s liegt (siehe in Ab-
schnitt 2.3.1 Abbildung 2.14), erscheint die gewa¨hlte Obergrenze des Frequenzbandes von
5 Hz als durchaus angemessen. Es ist dabei in Erinnerung zu bringen, dass bei niedrigen
Anregungsamplituden die Frequenzen > 5 Hz bereits im Bereich sekunda¨rer Resonanzen
der reibungsbezogenen Elastizita¨t liegen ko¨nnen. Die Bewegung mit sprungfo¨rmigen A¨nde-
rungen der Relativgeschwindigkeit stellt aus Sicht mehrerer Anwendungen einen Idealfall
dar, welcher allerdings aufgrund endlicher Stellgro¨ßen und somit Beschleunigungen nicht
realisiert werden kann. Hier sind die mo¨glichst kurzen Anstiegs- und Ausregelzeiten meist
von Bedeutung.
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6.2 Modellbasierte Feed-Forward Kompensation
Die modellbasierte Vorkompensation (Feed-Forward) der Reibung scheint die einfachste
und naheliegendste Strategie zu sein. Die Voraussetzung dafu¨r ist ein identiﬁziertes und
fu¨r die Sollwerttrajektorien geeignetes Reibungsmodell, welches zur Laufzeit der Regelung
den im Bewegungsssystem zu erwartenden Reibungswert aus der Sollwertvorgabe errech-
net. Die Feed-Forward Kompensation der Reibung wurde fu¨r verschiedene Reibungsmodelle
erfolgreich angewendet [8], [56], [109], [95], [89], und zwar sowohl fu¨r Positions- als auch
Geschwindigkeitsregelkreise. Im einfachsten Fall sieht das Strukturbild der Feed-Forward
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Abbildung 6.4: Strukturbild der Feed-Forward Reibungskompensation
gro¨ße Fˆ wird direkt beziehungsweise unter Beru¨cksichtigung der Versta¨rkungsfaktoren des
Aktuators an die Stellgro¨ße u u¨bergeben, wobei der geschlossene Regelkreis u¨ber eine ge-
wo¨hnliche lineare Regelung R(s) realisiert wird. An dieser Stelle ist anzumerken, dass der
lineare Anteil der Regelstrecke und die Ru¨ckfu¨hrungsregelung in Abbildung 6.4 im Laplace-
Bereich angegeben werden.
Aufgrund einer Vorwa¨rtsaufschaltung der modellgestu¨tzten Kompensationsgro¨ße stellt
sich meist die Frage der Stabilita¨t der Gesamtregelung nicht. Allerdings wurde zum Bei-
spiel in [54] und [95] deutlich aufgezeigt, dass die Feed-Forward Reibungskompensation,
realisiert mit Hilfe der statischen Reibungsmodelle, eher zu einer Verschlechterung des Fol-
geverhaltens im Vergleich zu einer einfachen linearen Regelung ohne explizite Reibungs-
kompensation fu¨hren kann. Dies geschieht infolge eines unstetigen Modellverhaltens um die
Nullgeschwindigkeit, was zu den sprungfo¨rmigen Anregungen der Regelstrecke hinfu¨hrt und
somit die vergro¨ßerten Peaks der transienten Regelabweichungen nach sich zieht. Mit Hilfe
der fortgeschrittenen dynamischen Reibungsmodelle la¨sst sich das Problem vermeiden, wo-
bei deren Einsatz nicht unbedingt zu einer relevanten Verbesserung des Reglerverhaltens
hinzufu¨hren hat. Unter anderem kommt es bei der Eﬃzienz einer Feed-Forward Reibungs-
kompensation auf die Modellungenauigkeiten sowie das zeitvariante Reibungsverhalten des
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Systems an. Weiterhin wird das Verhalten des geschlossenen Regelkreises durch die tran-
sienten U¨berga¨nge dynamischer Reibung u¨berwiegend beeinﬂusst.
Nun soll aufgezeigt werden, welche qualitative Auswirkung die Reibungsparameter so-
wie die Parameter der Ru¨ckkopplungsregelung auf das Verhalten des geschlossenen Regel-
kreises haben. Die Dynamik des geschlossenen Regelkreises im Zeit-Bereich kann wie folgt
angegeben werden
J w˙(t) = u(t)− F(w(t))+ Fˆ(wsoll(t)) . (6.1)





wsoll(t)− w(t)) dt (6.2)
in die Gleichung (6.1), der anschließenden Umformung und totalen Diﬀerentiation nach der




















Hier und weiterhin wird die U¨bersichtlichkeit halber auf eine explizite Angabe des Zeitar-
guments verzichtet. Werden alle von der Ausgangsgro¨ße abha¨ngigen Terme aus (6.3) auf
die linke und diejenigen Terme, die von der Fu¨hrungsgro¨ße abha¨ngen, auf die rechte Seite







w˙ +Kiw = u˜ . (6.4)









Da die beiden Summanden in der Gleichung (6.5) auf Basis des Sollwertes berechnet wer-
den, wird die Beschra¨nktheit der Gesamtanregung gewa¨hrleistet. Zwei Grenzfa¨lle sollen
allerdings hierbei na¨her in Betracht gezogen werden. Erfolgt die Sollwertvorgabe in Form
eines Sprunges, ist die Sollbeschleunigung zum Zeitpunkt des Sprunges w˙soll → ∞ und die
Bewegungsdynamik (6.4) wird hierdurch mit einem Dirac-Impuls angeregt. Im Gegenteil
hinzu gilt fu¨r die konstanten Sollwerte der Relativgeschwindigkeit w˙soll = 0 und die somit
konstante Anregung ha¨ngt ausschließlich von der Wahl des Regelungsparameters Ki ab. Im
Falle einer Sollwert-Trajektorie mit endlichen Sollbeschleunigungen w˙soll = 0 variiert die
Anregungsamplitude meist von ∂Fˆ /∂wsoll und somit von dem momentanen Wert der Soll-
geschwindigkeit abha¨ngig. An dieser Stelle ist anzumerken, dass die gro¨ßten aber zugleich
endlichen Werte der partiellen Ableitung der Reibung nach Geschwindigkeit im Bereich
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nahe zur Null-Geschwindigkeit auftreten, vorausgesetzt dass die Beschleunigung klein ist.
In diesem Fall weist die dynamische Reibung eine steile Flanke in (w,F )-Koordinaten auf
(siehe zum Beispiel in Abbildung 3.9 (b)).
Zur Pru¨fung asymptotischer Stabilita¨t des Bewegungssystems (6.4) wird der Beitrag der
partiellen Ableitung ∂F/∂w analysiert, wobei die restlichen Parameter mit den positiven
Werten [ J,Kp, Ki] > 0 angenommen werden. Es ist oﬀensichtlich, dass fu¨r das Abklingen





erfu¨llt werden muss. Fu¨r die Bereiche, in welchen die Reibungskraft als Funktion der Re-
lativgeschwindigkeit monoton steigend ist, ist die Bedingung (6.6) stets eingehalten. Dies
ha¨ngt allerdings von der Form der Stribeck-Funktion (siehe Abbildung 2.3) ab, so dass die
Reibungskraft im U¨bergangsbereich kleiner Relativgeschwindigkeiten auch keinen monoton
steigenden Verlauf aufweisen kann. Hier ko¨nnen die negativen Werte der partiellen Ablei-
tung ∂F/∂w auftreten, was zu einer Instabilita¨t des Bewegungssystems hinfu¨hrt. An dieser
Stelle ist anzumerken, dass die Relativgeschwindigkeit infolge der Instabilita¨t zwangsla¨uﬁg
anwa¨chst und das System erneut in den monoton steigenden Bereich der Reibung gefah-
ren wird. Dadurch verha¨lt sich das System als selbst stabilisierend, bis die Bedingung (6.6)
erneut verletzt wird. Dieses Pha¨nomen fu¨hrt zur Entstehung stabiler Grenzzyklen im Bewe-
gungssystem und kann als eine Selbstregelung (in englischsprachiger Literatur auch unter
”hunting” bekannt) bezeichnet werden. Fu¨r die identiﬁzierte Reibung im System und somit
den bekannten Verlauf charakteristischer Stribeck-Kurve kann die Einhaltung der Bedin-
gung (6.6) durch eine gezielte Wahl des Regelungsparameters Kp gewa¨hrleistet werden.
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Abbildung 6.5: Simulierte Sprungantwort des Regelkreises mit Feed-Forward Reibungskom-
pensation als Vorsteuerung bei verschiedenen Fehlern der Reibungsvorhersage
Die Reibungskompensation wurde einmal mit dem nominellen Reibungsmodell und ein-
mal mit dem Reibungsmodell, dessen stationa¨re Reibwerte sich um ±50 % von den tatsa¨ch-
lichen Werten der Reibung im System unterscheiden, durchgefu¨hrt. Fu¨r den stationa¨ren
Fehler in der Reibungsvorhersage estat = 0 zeigt sich ein Reglerverhalten, welches einer
Sprungantwort des mit PI-Regler geregelten Integrators entspricht. Im Falle starker Dis-
krepanzen zwischen der vorhersagten und der tatsa¨chlich wirkenden Reibung verschlechtert
sich das Verhalten des geschlossenen Regelkreises deutlich. Im Falle einer U¨berkompensa-
tion (estat = 50 %) der Reibung entsteht ein deutliches U¨berschwingen, welches durch den
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Integralanteil nur langsam ausgeregelt wird. Im Falle einer Unterkompensation (estat = −50
%) tritt das maximalphasige Verhalten des Systems auf und es entsteht eine Unterschwin-
gung bei der Sprungantwort des geregelten Systems. Es ist anzumerken, dass das fu¨r ma-
ximalphasige Systeme charakteristische Unterschwingen nicht zum Zeitpunkt des Sprungs,
sondern erst verzo¨gert auftritt, was mit einer durch e(t) bedingten Dynamik der zuerst
stabilen Nullstelle im Zusammenhang steht.
6.3 Luenberger-Typ Reibungsbeobachter
Wie bereits in Abschnitt 2.3 erwa¨hnt kann ein Bewegungssystem vereinfacht mit Hilfe der
nichtlinearen Diﬀerentialgleichung erster Ordnung
J w˙ = −F (w) + u , (6.7)
mit der Eingangsgro¨ße u und der Ausgangsgro¨ße w, beschrieben werden. Allerdings un-
terliegen die meisten physikalischen Bewegungssysteme einem zusa¨tzlichen Einﬂuss der
Sto¨rgro¨ßen, welche sowohl am Eingang als auch am Ausgang von (6.7) einwirken. Daru¨ber
hinaus verha¨lt sich die kinetische Reibung meist als ein zeitvarianter Prozess mit einer lang-
samen Parameterdrift. Die auftretenden Reibungseﬀekte ha¨ngen auch, zwar begrenzt aber
nicht vernachla¨ssigbar, von den ra¨umlichen Eigenschaften kontaktierender Fla¨chen ab, was
allerdings durch eine F (w) Abbildung nicht direkt erfasst werden kann. Der modellierungs-
und messtechnische Aufwand zur Dekomposition der wirkenden Sto¨rgro¨ßen kann ha¨uﬁg
den Nutzen der dadurch zu gewinnenden Modelle schnell u¨bersteigen. Aus diesem Grunde
wird auf eine explizite Betrachtung der Sto¨rgro¨ßen hier verzichtet, wobei die Pra¨senz von
solchen beschra¨nkt in der Amplitude und Frequenz angenommen wird. Dabei kann eine
wahrnehmbare Variation der Reibungsparameter zu einem eher langsamen, zeitvarianten
Prozess zugeordnet werden. Im Gegensatz hierzu beziehen sich die schnellen transienten
Sto¨rungen auf das Drehmoment und entsprechend auf die Relativgeschwindigkeit am Ein-
gang und Ausgang des Systems. Die Eingangssto¨rungen haben ihren Ursprung meist in
den positionsabha¨ngigen strukturellen Eigenschaften der kontaktierenden Reibﬂa¨chen und
deren Anhaftungseigenschaften bei einer Bewegungsumkehr. Die Ausgangssto¨rungen be-
ziehen sich eher auf die messtechnische Erfassung der Relativgeschwindigkeit sowie auf
externe Vibrationen der bewegten Ko¨rper.
Der Grundgedanke besteht nun darin, die unbekannten Sto¨rgro¨ßen d sowie die zeit-
variante Drift der modellierten Reibung mit Hilfe eines Beobachters online zu scha¨tzen.
Das Aktuatorsystem mit Reibung kann in diesem Fall als eine nichtlineare Funktion des
Eingangs, des inneren Zustands und der Zeit dargestellt werden (siehe Abbildung 6.6). Der
parallel zum System geschaltete Beobachter fu¨hrt die Korrektur der modellierten dyna-
mischen Zusta¨nde, darunter der dynamischen Reibung, anhand des berechneten Beobach-
tungsfehlers durch. Die somit angepasste dynamische Reibung kann anschließend als eine
Kompensationsgro¨ße in der Regelung verwendet werden. Den Ausgangspunkt des im Rah-
men dieser Arbeit entwickelten Luenberger-Typ Reibungsbeobachters (weiter als LTRB)
bildet der gut bekannte und weit verbreitete Luenberger Beobachter [65], welcher bei den
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Abbildung 6.6: Strukturbild vom Luenberger-Typ Reibungsbeobachter
linearen Systemen zur Scha¨tzung der nicht messbaren Zusta¨nde eingesetzt wird. Hier wird
der Luenberger Beobachter zuerst kurz zusammengefasst. Anschließend werden die Prin-
zipien des Luenberger Beobachters auf das Bewegungssystem mit nichtlinearer Reibung
u¨bertragen und somit der LTRB hergeleitet.
Luenberger Beobachter
Der Luenberger Beobachter wird zur Scha¨tzung der Zusta¨nde in linearen zeitinvarianten
Systemen verwendet. Liegt ein lineares System in der Zustandsraumdarstellung
x˙ = Ax+Bu (6.8)
y = Cx (6.9)
mit dem Vektor der Zustandsgro¨ßen x ∈ Rn, Eingangsgro¨ßen u ∈ Rm, Ausgangsgro¨ßen
y ∈ Rm und den das System beschreibenden Matrizen A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈ Rm×n
vor, so ist der Luenberger Beobachter durch
˙ˆx = (A− LC) xˆ+Bu+ Ly (6.10)
gegeben. Hier ist xˆ der Vektor der gescha¨tzten Zustandsgro¨ßen, wobei die Dynamik des
Beobachters durch die Eingangs- und Ausgangsgro¨ßen des Systems angeregt wird. Die
Beobachtungsmatrix L ∈ Rn×m gewichtet den Beobachtungsfehler e(t) = x(t) − xˆ(t) und
bestimmt somit das Konvergenzverhalten der gescha¨tzten Zusta¨nde gegen die tatsa¨chlichen
Zusta¨nde des zu beobachtenden Systems. Die Eigendynamik des Beobachtungsfehlers la¨sst
sich wie folgt
e˙ = (A− LC) e, mit e(0) = x0 − xˆ0 (6.11)
aufschreiben, und es gilt
lim
t→∞
||e(t)|| = 0 (6.12)
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fu¨r beliebige Anfangswerte {x0, xˆ0} unter der einzigen Hauptbedingung, dass die Eigenwer-
te der Matrix A−LC in der negativen Halbebene liegen. Daraus folgend reduziert sich der
Entwurf des Luenberger Beobachters und somit die Bestimmung der Matrix L auf die Fest-
legung der stabilen Polstellen des Beobachters unter Beru¨cksichtigung der erforderlichen
Schnelligkeit der Konvergenz von xˆ. Weiterhin soll das Niveau des Ausgangsrauschens r
insofern y(t) = yp(t)+ r(t) mitberu¨cksichtigt werden, wobei yp den tatsa¨chlichen Ausgang
des Prozesses darstellt.
6.3.1 Zustandsraummodell mit nichtlinearer Reibung
Fu¨r die Zustandsraumdarstellung des Systems (6.7), bei dem die nichtlineare Reibung
mit Hilfe des 2SEP-Modells beschrieben wird, wird der Zustandsvektor x = [z1 z2 w]
T






















gewonnen werden, wobei der exponentielle Pre-sliding-Term als P = |Ω|K exp(−K|qr|
)
zu-
sammengefasst wird. Es ist einfach zu erkennen, dass das vorliegende Zustandsraummodell
eine SDC (state dependent coeﬃcient) [23] Form x˙ = A(x)x+Bu darstellt, bei welcher die
Systemmatrix A als eine Funktion des Zustandsvektors fungiert. Da die Stribeck-Funktion











⎥⎥⎦ falls w = 0 . (6.14)
Aus Sicht des Anfangs der Bewegung bei x(0) = [0 0 0]T heißt es, dass das System im
Falle einer externen Anregung u = 0 zuerst einen inﬁnitesimal kleinen ungeda¨mpften Be-
wegungsimpuls ausfu¨hrt, bevor die Reibungsmechanismen anfangen einzuwirken.
Werden die Kalman-Kriterien fu¨r die Steuerbarkeit
rankCo = rank
[






CCACA2 . . . CAn−1
]T
(6.16)
angewendet, so zeigt sich das System (6.13) vollsta¨ndig steuerbar und beobachtbar fu¨r w =
0. Die einzige Ausnahme entsteht bei A2,1 = A2,2 und A3,1 = A3,2, was einer bestimmten
Absolutgeschwindigkeit von |w| = 1/B entspricht, bei welcher die Beobachtbarkeit des
Systems bezu¨glich x2 degradiert wird. Allerdings ist es fu¨r die gesamte Beobachtung des
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Systems nicht besonders nachteilig, falls B gross genug ist. Dadurch liegt dieser bestimmte
Wert im Bereich kleinerer Relativgeschwindigkeiten, bei welchen z1 eine dominierende Rolle
spielt und der Einﬂuss von z2 als eher zweitrangig angesehen werden kann.
6.3.2 Auslegung des Beobachters und Stabilita¨tsnachweis
Zur Auslegung von LTRB und zum Stabilita¨tsnachweis wird das dynamische Verhalten
einzelner zu beobachtender Zusta¨nde zuerst analysiert. Fu¨r die Scha¨tzung der Relativge-




− L1e = u (6.17)
aufschreiben. Wird ausschließlich die Eigendynamik des Beobachters, d. h. u = 0, in Be-




− L1w + L1wˆ = 0 (6.18)
und damit
˙ˆw + L1wˆ +
Fˆ (wˆ)
J
= L1w . (6.19)
Es ist oﬀensichtlich, dass (6.19) ein einfaches PT1 Verhalten der Scha¨tzgro¨ße wˆ darstellt,
welches allerdings mit einem Bias-Wert der Reibung Fˆ (wˆ)/J beaufschlagt wird. Das Ei-
genverhalten der Scha¨tzgro¨ße wird durch die gemessene Relativgeschwindigkeit versta¨rkt
mit L1 angeregt. Es ist oﬀensichtlich, dass die Scha¨tzung der Relativgeschwindigkeit ohne
nichtlineare Reibung fu¨r ∀ L1 > 0 konvergiert. Dabei soll lediglich darauf geachtet werden,
dass die Eingangsdynamik von w im Sinne entsprechender Zeitkonstanten nicht schneller
als die Polstelle λ = −L1 wird.
Zur Analyse der Auswirkung des nichtlinearen Reibungsterms kann sein Verhalten in







k x(t+)− r, min
{
x(t+) + r, y(t)
}}
mit t+ > t , (6.20)










Das Eingangs-/Ausgangsverhalten des kombinierten Spiel-Sa¨ttigungs-Operators ist in Ab-
bildung 6.7 schematisch dargestellt. Parametrisiert durch k, r und s, stellt der Spiel-
Sa¨ttigungs-Operator eine Anna¨herung an die Reibungshysterese in (wˆ, Fˆ )-Koordinaten dar.
Es ist oﬀensichtlich, dass der Reibungsterm in (6.19) fu¨r |wˆ| > s lediglich ein konstantes
Bias darstellt und somit die Konvergenz einer biasbehafteten Scha¨tzung nicht gefa¨hrdet.
Beim U¨bergang von wˆ durch Null verursacht der Spiel-Sa¨ttigungs-Operator eine Totzone,
welche die Scha¨tzung von wˆ nahe zum Nullpunkt erschwert. Demzufolge soll L1 mo¨glichst






Abbildung 6.7: Ein-/Ausgangsverhalten des kombinierten Spiel-Sa¨ttigungs-Operators
groß gewa¨hlt werden, um den Einﬂuss der nichtlinearen Reibung auf die Scha¨tzung von wˆ,
insbesondere bei niedrigen Relativgeschwindigkeiten, mo¨glichst gering zu halten. Dies wird
am folgenden Beispiel veranschaulicht, bei dem die Beobachterdynamik lediglich durch
den variablen w(t) Wert angeregt wird. An dieser Stelle ist anzumerken, dass u = 0 die
stationa¨re Genauigkeit des gescha¨tzten Wertes reduziert, wobei hier die dynamischen U¨ber-
ga¨nge in erster Linie von Interesse sind. In Abbildung 6.8 werden die Simulationsergebnisse
des Beobachters (6.19) dargestellt, wobei drei verschiedene Werte des Beobachterkoeﬃzi-
enten L1 = {10, 50, 100} in Betracht gezogen werden. Hierbei sind die Werte 10 und
100 als zwei Extremwerte zu betrachten und der Wert 50 dient als Mittelwert, um eine
Tendenz im Beobachterverhalten in Abha¨ngigkeit von L1 aufzuzeigen. Dabei wird einmal
eine Multi-Sinus-Sequenz (a) und einmal eine langsame Sinus-Sequenz (b) der Eingangsge-
schwindigkeit verwendet. Die von L1 abha¨ngige Konvergenz der Scha¨tzung wird fu¨r beide
Eingangstrajektorien ersichtlich. Die Erscheinung der reibungsbedingten Totzonen ist ins-
besondere in Abbildung 6.8 (b) sichtbar.
Zur Beobachtung dynamischer Reibung wird die zeitliche Ableitung von (3.1) mit A = 1
˙ˆ
F = ˙ˆz1 +B|wˆ| ˙ˆz2 (6.22)
verwendet, wobei das Vorzeichen des spa¨ter eingehenden Beobachtungsfehlers einer weite-
ren Kla¨rung bedarf. An dieser Stelle ist anzumerken, dass keine Kettenregel beim Ermitteln
des zweiten Summanden in (6.22) angewendet wird, da der Betrag von wˆ als eine exter-
ne Gewichtung des Zustands angesehen wird und nicht explizit in die Berechnung der ˙ˆz2
Dynamik hineingeht. Fu¨r e > 0 ⇒ w > wˆ wird angenommen, dass die da¨mpfende
Reibung u¨berscha¨tzt wird, vorausgesetzt dass keine weiteren die Relativgeschwindigkeit
hemmenden Mechanismen einwirken. In diesem Fall muss Fˆ reduziert werden, so dass der
Reibungsbeobachter die folgende Form annimmt
˙ˆ
F = ˙ˆz1 +B|wˆ| ˙ˆz2 − L2e . (6.23)
An dieser Stelle ist anzumerken, dass infolge einer linearen Kombination der Reibungszu-
sta¨nde deren separate Beobachtung u¨berﬂu¨ssig wird, so dass eine Beobachtung der gesam-
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Abbildung 6.8: Beobachtung der Relativgeschwindigkeit bei verschiedenen Beobachterko-
eﬃzienten L1 = {10, 50, 100}; Multi-Sinus Sequenz (a) und langsame Sinus Sequenz (b)
ten Reibungsdynamik erfolgt. Unter Beru¨cksichtigung von (3.5) la¨sst sich (6.23) wie folgt
umschreiben
˙ˆ
F = ˙ˆz1 +B wˆ − B|wˆ|∣∣S(wˆ)∣∣ Fˆ − L2w + L2wˆ , (6.24)





˙ˆz1 +B wˆ + L2(wˆ − w) . (6.25)
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Außer dem Beobachtungsfehler erfolgt die Anregung auf der rechten Seite der Gleichung
(6.25) durch die gescha¨tzte Pre-sliding-Dynamik ˙ˆz1(wˆ) und Relativgeschwindigkeit wˆ. Bei
einem schnellen U¨bergang zum gesa¨ttigten elasto-plastischen Gleiten wird ˙ˆz1 = 0, und die
Beobachterdynamik reduziert sich zu
˙ˆ
F +
B|wˆ|∣∣S(wˆ)∣∣ Fˆ = B wˆ + L2(wˆ − w). (6.26)
Es ist erkennbar, dass die linke Seite von (6.26) ein PT1 Verhalten aufweist, wobei der im-
mer positive Da¨mpfungsterm B|wˆ|/∣∣S(wˆ)∣∣ eine stabile Konvergenz des Scha¨tzwertes garan-
tiert. Die Wahl von L2 entscheidet, wie stark die Eigendynamik des Reibungsbeobachters
angeregt wird. An dieser Stelle ist anzumerken, dass die Eigendynamik der Scha¨tzgro¨ße im
Gegenteil zu (6.19) von der Wahl des Beobachterkoeﬃzienten ganz unabha¨ngig bleibt, so
dass eine Abstimmung von L2 eher im Bezug auf L1 und auf das Prozess- und Messrauschen
erfolgt. Wird das zeitvariante Reibungsverhalten generell als langsamer im Vergleich zu den
transienten Sto¨rgro¨ßen, welche am Eingang u(t) und Ausgang w(t) des Systems wirken,
angenommen, so erfordert wˆ(t) eine schnellere Konvergenz und somit L1 >> L2, wodurch
der Beobachtungsfehler kleiner wird. Weiterhin wirkt der parameterbedingte Da¨mpfungs-
term der Reibungsscha¨tzung als ein Tiefpassﬁlter gegen die hochfrequenten Anteile des
Beobachtungsfehlers, vorausgesetzt dass L2 nicht zu groß gewa¨hlt wird. Wird der Beob-
achtungsfehler zu Null und unterliegt wˆ(t) keinen weiteren dynamischen Vorga¨ngen, so




= B wˆ , (6.27)
was letztlich dem stationa¨ren Reibungsverhalten Fˆ = S(wˆ) entspricht.
6.3.3 Experimentelle Erprobung
Vor dem Einsatz des Reibungsbeobachters innerhalb eines geschlossenen Regelkreises kann
dieser zuerst oﬄine an experimentellen Daten erprobt werden, ohne das Risiko eines un-
erwu¨nschten Verhaltens des Regelungssystems dabei einzugehen. Fu¨r reale Anwendungen
ist dies von einem großen Vorteil, insbesondere bei der Inbetriebnahme einer Regelung mit
dem Beobachter und der Parametereinstellung des Beobachters unter Aspekten der von
vornherein unbekannten Sto¨rgro¨ßen, der Qualita¨t der verwendeten Messsignale sowie der
vorhandenen, unberu¨cksichtigten Totzeiten im System. Dabei kann der Reibungsbeobachter
sowohl in einem gesteuerten als auch in einem geregelten Betrieb getestet werden. Aller-
dings stellt ein geregelter Betrieb aus Sicht einer spa¨teren Anwendung die realita¨tsna¨heren
Anforderungen an den Beobachter, insoweit seine Eingangsgro¨ße u(t) von dem Ausgang
eines Reglers eingespeist wird und somit keine ansonsten glatten Referenztrajektorien ei-
ner Steuerung u¨bernimmt. Somit wird der Reibungsbeobachter von einem breitbandigen
Eingangssignal angeregt, inklusive der Fehlerdynamik des geschlossenen Regelkreises. Aus
diesem Grunde wird der entworfene LTRB in einem geschlossenen Regelkreis erprobt, wobei
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der eingesetzte PI-Regler, beschrieben weiter in Abschnitt 3.5.1, als eine Referenzregelung
auftritt. Zwei Referenztrajektorien, welche anschließend zur Evaluierung und zum Vergleich
verschiedener Kompensationsstrategien in Abschnitt 3.5 verwendet werden, sind ebenfalls
zur Erprobung von LTRB verwendet worden. Die beiden gemessenen Gro¨ßen u(t) und w(t)
werden ohne eine zusa¨tzliche Filterung direkt als Eingangsgro¨ßen des Reibungsbeobachters
(6.17) und (6.23) verwendet.
Die zuerst evaluierte Trajektorie B realisiert einen glatten U¨bergang zwischen einem
eher durch Pre-sliding- und einem eher durch Sliding-Regime hervorgebrachten Bewegungs-
bereich. Die gemessene Ausgangsregelgro¨ße der Relativgeschwindigkeit sowie die Stellgro¨-
ße des Motorstroms sind in Abbildung 6.9 (a) und (b) entsprechend dargestellt. Die zur
Erzeugung der Referenztrajektorien verwendete Einhu¨llende ist in Abbildung 6.9 (a) eben-
falls eingezeichnet. Ein relativ hoch gesetzter Beobachterkoeﬃzient L1 = 1000 ermo¨g-





















Abbildung 6.9: Gemessene Trajektorie B: Regelgro¨ße Relativgeschwindigkeit (a), resultie-
rende Stellgro¨ße Motorstrom (b)
licht eine exakte Rekonstruktion der Relativgeschwindigkeit, was eine Voraussetzung zur
Scha¨tzung dynamischer Reibung ist, wie im vorhergehenden Abschnitt bereits beschrie-
ben. Der zeitliche Verlauf des Baobachtungsfehlers e(t) = w(t) − wˆ(t) ist in Abbildung
6.10 dargestellt. Um den niederfrequenten Anteil des Beobachtungsfehlers, welcher fu¨r die
Scha¨tzung der Reibungsdynamik viel signiﬁkanter ist, aufzuzeigen, wird der mit 10 Hz
Eckfrequenz geﬁlterte und zum Visualisierungszweck um Faktor 2 vergro¨ßerte Beobach-
tungsfehler in Abbildung 6.10 ebenfalls eingezeichnet. Infolge der bereits im vorherigen
Abschnitt beschriebenen Tiefpass-Charakteristik des Reibungsbeobachters ist der darge-
stellte niederfrequente Anteil der Fehlerdynamik meist von Bedeutung. Um ein parasita¨res
Rattern der gescha¨tzten Reibung jedoch zu vermeiden, soll der Beobachterkoeﬃzient L2
relativ klein im Vergleich zu L1 gehalten werden. Ansonsten werden die ho¨heren Harmo-
nischen der Fehlerdynamik als unechte Oszillationen im Verlauf der gescha¨tzten Reibung
auftreten. Folgendes Beispiel demonstriert dies an drei Werten des Beobachterkoeﬃzientes
L2 = {0, 10, 50}. Der zeitliche Verlauf der mit Hilfe von LTRB gescha¨tzten Reibung ist in
Abbildung 6.11 dargestellt. Es ist oﬀensichtlich, dass die gro¨ßeren Abweichungen zwischen
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Abbildung 6.10: Beobachtungsfehler bei evaluierter Trajektorie B
den Reibungsverla¨ufen fu¨r L2 = 0 und L2 = 0 im Bereich kleinerer Reibwerte und ent-
sprechend kleinerer Relativgeschwindigkeiten liegen. Dies korreliert mit der Annahme, dass
die Schwankungen im Reibungsverhalten wa¨hrend des Pre-sliding-Regimes deutlicher als
im Sliding-Regime sind und unter anderem sta¨rker von der Relativposition der reibenden
Ko¨rper abha¨ngen. Die zweite evaluierte Trajektorie C verdeutlicht diese Schlussfolgerung
fu¨r das Pre-sliding-Regime.

















L2 = 50 L2 =10 L2 = 0
Abbildung 6.11: Mit LTRB gescha¨tzte Reibung bei Trajektorie B (Ausschnitte)
Bei der zweiten evaluierten Trajektorie C verbleibt der Amplitudenbereich unter ±1
rps. Die gemessene Regelgro¨ße die Relativgeschwindigkeit sowie die Stellgro¨ße der Mo-
torstrom sind in Abbildung 6.12 (a) und (b) entsprechend dargestellt. Eine relativ hohe
Frequenz und niedrige Amplitude der Relativgeschwindigkeit halten das System u¨berwie-
gend im Pre-sliding-Regime, was durch den resultierenden Relativversatz verdeutlicht wird.
Der zeitliche Verlauf des gemessenen Relativversatzes ist in Abbildung 6.13 dargestellt. Die
Relativposition der Antriebswelle fu¨hrt die kontinuierlich oszillierenden Bewegungen mit
den kleinen Amplituden zwischen 5 Grad und 20 Grad aus, wobei die niederfrequenten
Anteile fu¨r eine langsame Drift innerhalb des Gesamtbereichs von circa 400 Grad sorgen.
Somit wird die Relativbewegung innerhalb einer kompletten Rotation der Antriebswelle
umgesetzt, was bei der Evaluierung von LTRB zugunsten seiner Generalisierungsfa¨higkeit
spricht. Der Beobachtungsfehler, einmal original und einmal mit 10 Hz Eckfrequenz ge-
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Abbildung 6.12: Gemessene Trajektorie C: Regelgro¨ße Relativgeschwindigkeit (a), resultie-
rende Stellgro¨ße Motorstrom (b)










Abbildung 6.13: Gemessener Relativversatz der Trajektorie C
ﬁltert, ist in Abbildung 6.14 dargestellt. Die vergro¨ßerten Ausschnitte aus dem zeitlichen
Verlauf des Beobachtungsfehlers zeigen den niederfrequenten Anteil der Fehlerdynamik,
welcher fu¨r die Scha¨tzung der Reibung ausschlaggebend ist. Der zeitliche Verlauf der mit
Hilfe von LTRB gescha¨tzten Reibung ist in Abbildung 6.15 dargestellt. Der U¨bersichtlich-
keit halber werden die gescha¨tzten Reibungsverla¨ufe nur fu¨r L2 = 0 und L2 = 50 zum
Vergleich nebeneinander aufgezeichnet. Dabei werden die Abweichungen zwischen den bei-
den gescha¨tzten Reibungsverla¨ufen ersichtlich. An dieser Stelle ist anzumerken, dass bei
L2 = 0 keine beobachtergestu¨tzte Anpassung der Reibungdynamik erfolgt, dennoch wird
die dynamische Reibung auf Basis der gescha¨tzten Relativgeschwindigkeit berechnet, wel-
che aufgrund eines großen L1-Wertes dem tatsa¨chlichen Verlauf der Relativgeschwindigkeit
ganz nahe folgt.
Der Scha¨tzung der Reibung kommt eine weitere Bedeutung zu, welche mit Hilfe der
Abbildung 6.16 genauer erla¨utert wird. Wird die gescha¨tzte Reibung bei L2 = 0 als eine
Funktion des Relativversatzes dargestellt, bleibt das Niveau der gesa¨ttigten Reibungskraft
im Pre-sliding beinahe konstant, ohne etliche Schwankungen in Abha¨ngigkeit der Rela-
tivposition aufzuzeigen. Die strukturellen Besonderheiten der Rotationselemente eines Ak-
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Abbildung 6.14: Beobachtungsfehler bei evaluierter Trajektorie C



















L2 = 50 L2 = 0
Abbildung 6.15: Mit LTRB gescha¨tzte Reibung bei Trajektorie C (Ausschnitte)
tuatorsystems, darunter die Stator-Rotor Konﬁguration des Elektromotors sowie die unter-
setzenden Mechanismen der Getriebe, ko¨nnen allerdings zu den mehrfachen Harmonischen
im Verlauf des Drehmoments hinfu¨hren, welche im Allgemeinen als verkoppelte periodische
Sto¨rungen in Abha¨ngigkeit der Winkelposition anzusehen sind (siehe als Beispiel Abbildung
4.5 in Kapitel 4). Die u¨berlagerten Harmonischen mit ha¨uﬁg unbekannten Anfangsphasen
lassen sich meist schwer identiﬁzieren, auch wenn ihre analytische Beschreibung mit Hilfe
der Fourier-Reihen relativ trivial zu sein scheint. Ein Beispiel der zweiten und sechsten
Harmonischen der Rotation der Antriebswelle ist in Abbildung 6.16 eingezeichnet. Es wird
ersichtlich, dass diese eine Art Einhu¨llende fu¨r den Verlauf der gescha¨tzten Reibung bilden
ko¨nnen, auch wenn die Frequenz- und Phasenwerte an diesem Beispiel willku¨rlich gewa¨hlt
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Abbildung 6.16: Gescha¨tzte Reibung als Funktion des Relativversatzes fu¨r Trajektorie C
sind. Somit kann die gescha¨tzte Reibung die unbekannten periodischen Sto¨rgro¨ßen zu einem
gewissen Grad mit abbilden, ohne dabei deren detaillierte Dekomposition zu erfordern.
6.4 Feed-Forward Reibungsbeobachter
6.4.1 Grundprinzip und Struktur
Die Idee des Feed-Forward Reibungsbeobachters (weiter als FFRB) [93] basiert auf einer
U¨berlegung in Anbetracht des Verhaltens gescha¨tzter Reibung Fˆ (t) im Zeitbereich. Wird
der Reibungsverlauf mit Hilfe von LTRB ermittelt, so ha¨ngt die Dynamik der Scha¨tzgro¨ße
einmal von der Konvergenz der gescha¨tzten Relativgeschwindigkeit und einmal von dem an-
genommenen Wert L2 ab. Auch unter der Annahme einer ausreichend schnellen Scha¨tzung
der Relativgeschwindigkeit, welche allerdings große Werte von L1 erfordert, wie bereits auf-
gezeigt, liegt die Obergrenze einer genauen Scha¨tzung bei den inha¨renten Zeitverzo¨gerungen
im Stell- und Messglied des Systems. Daru¨ber hinaus setzt das Tiefpass-Verhalten bei der
Scha¨tzung der Reibung (siehe Abschnitt 6.4.2) weitere Grenzen an ihrer Konvergenz, so
dass ein u¨berma¨ßiges Erho¨hen von L2 lediglich die gefa¨lschten Schwankungen im Reibungs-
verlauf und keine besseren Scha¨tzergebnisse mit sich bringt. Ein Ausschnitt aus dem zeitli-
chen Verlauf der berechneten dynamischen Reibung ist fu¨r die Trajektorie C in Abbildung
6.17 dargestellt. Dabei wird die Reibung einmal auf Basis der Soll-Relativgeschwindigkeit
wsoll und einmal auf Basis der gescha¨tzten Relativgeschwindigkeit im LTRB berechnet,
und zwar fu¨r die Werte L2 = 0 und L2 = 50. Es ist oﬀensichtlich, dass die Anstiegszeiten
der gescha¨tzten dynamischen Reibung sich zwar durch gro¨ßere Werte von L2 verku¨rzen, sie
weisen aber immer noch einen Nachlauf im Vergleich zu den Sollverla¨ufen der berechneten
Reibung auf. Anderseits greift zwar die berechnete Reibung in die Stellgro¨ße schneller ein,
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F(wsoll) LTRB, L2=0 LTRB, L2=50
Abbildung 6.17: Verlauf der Reibung berechnet als Funktion der Soll-
Relativgeschwindigkeit und mit Hilfe von LTRB als Funktion der gescha¨tzten Rela-
tivgeschwindigkeit mit L2 = 0 und L2 = 50
beru¨cksichtigt aber nicht die momentanen Relativgeschwindigkeiten und somit die tatsa¨ch-
lichen Reibwerte. Weiterhin bleiben die unberu¨cksichtigten Sto¨rgro¨ßen, welche bereits im
vorhergehenden Abschnitt angesprochen wurden, wa¨hrend einer Vorwa¨rts-Kompensation
unberu¨cksichtigt.
Demzufolge besteht nun der Grundgedanke darin, die vorwa¨rts berechnete Reibung mit
Hilfe einer geeigneten Beobachtungsstrategie online anzupassen. Am sinnvollsten wird fu¨r
diese Zwecke die Regelabweichung e = wsoll − w des geschlossenen Regelkreises verwen-
det. Der Einsatz der Regelabweichung zur Beobachtung der Reibungsdynamik in einem
geschlossenen Regelkreis geht auf die Arbeit [73] zuru¨ck. Die Autoren verwendeten die
Regelabweichung zur Beobachtung der Einzustandsdynamik des LuGre-Modells, wobei die
Berechnung der Reibung auf Basis der Ist- und nicht Sollwertgro¨ße erfolgt. Weiterhin wurde
bewiesen, dass die dynamische Abbildung von e nach F − Fˆ und somit der Reibungsbeob-
achter dissipativ ist, wobei eine gewisse Freiheit bei der Wahl des Regelungsgesetzes und
darunter die Eignung der PI- und PID-Regelung aufgezeigt wurde.
Der im Rahmen dieser Arbeit entwickelte grundsa¨tzlich neue Feed-Forward Reibungs-
beobachter verwendet dieselbe Regelabweichung zur Anpassung dynamischer Reibung Fˆ ,
welche allerdings auf Basis des Sollwerts und nicht des Istwertes berechnet wird und als
eine Vorsteuerung in den geschlossenen Regelkreis eingreift. Das Strukturbild vom Feed-
Forward Reibungsbeobachter ist in Abbildung 6.18 schematisch dargestellt. Somit gilt fu¨r
das Regelungsgesetz im Laplace-Bereich





wobei R(s) die U¨bertragungsfunktion der verwendeten linearen Regelung darstellt. Weiter-
hin wird auf eine explizite Notation der Abha¨ngigkeit der Signale, jedoch nicht der U¨ber-
tragungsglieder, von der Laplace-Variable s verzichtet. Wird nun die Regelstrecke durch
ein lineares Glied mit der U¨bertragungsfunktion H(s) approximierend dargestellt (siehe
weiter in Abschnitt 7.1), so wird die Regelabweichung ohne Reibungskompensation zu
E = W soll −R(s)H(s)E , (6.29)
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Abbildung 6.18: Strukturbild vom Feed-Forward Reibungsbeobachter




W soll . (6.30)
Wird nun der Reibungsbeobachter der Form
˙ˆ
F = ˙ˆz1 +B
∣∣wsoll∣∣ ˙ˆz2 + λ(e) (6.31)
verwendet, so la¨sst sich die Eigendynamik der gescha¨tzten Reibung wie folgt aufschreiben
s Fˆ +
B
∣∣W soll∣∣∣∣S(W soll)∣∣ Fˆ = s Zˆ1 +BW
soll + Λ(E) . (6.32)
Dabei bezeichnen λ und Λ die allgemeinen Beobachtungsfunktionen zur Anpassung des ge-
scha¨tzten Reibwertes im Zeit- und Frequenzbereich entsprechend. Nach einem Eliminieren
der Pre-sliding-Dynamik auf der rechten Seite von (6.32), a¨hnlich wie in Abschnitt 6.4.2,
und dem Einsetzen von (6.30) in (6.32), erha¨lt man
s Fˆ +
B







Es ist oﬀensichtlich, dass die Anregung und Konvergenz von Fˆ zu einem stationa¨ren Scha¨tz-
wert, abgesehen vom Sollwert-Verlauf der Relativgeschwindigkeit, meist von dem U¨ber-
gangsverhalten der Λ(·) Funktion beeinﬂusst wird.
6.4.2 Stabilita¨tsnachweis und Auslegung
Nun gilt es aufzuzeigen, dass die gescha¨tzte Reibung Fˆ beim Einschalten der Vorwa¨rts-
Kompensation eine Konvergenz gewa¨hrleistet und dass die Stabilita¨t des gesamten ge-
schlossenen Regelkreises durch Fˆ Aufschaltung nicht gefa¨hrdet wird. Die Regelabweichung
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aus (6.29) wird fu¨r den Fall eines geschlossenen Regelkreises mit Reibungskompensation
zu
E = W soll −R(s)H(s)E −H(s)Fˆ . (6.34)
Die Eigendynamik der gescha¨tzten Reibung unter Annahmen eines stationa¨ren Pre-sliding-
Zustands und einer Linearita¨t der verwendeten Beobachtungsfunktion wird zu
s Fˆ +
B














W soll , (6.35)
was sich im Wesentlichen durch einen zusa¨tzlichen Da¨mpfungsfaktor auf der linken Seite
von (6.35) von der Gleichung (6.33) unterscheidet. A¨hnlich wie im Falle von LTRB sorgt
der erste immer positive Da¨mpfungsterm D1 fu¨r ein stabiles Verhalten der Scha¨tzgro¨ße,
unabha¨ngig vom hineingehenden Sollwert der Relativgeschwindigkeit. Der zweite beobach-
tungsbedingte Da¨mpfungsterm D2, der zum einen von der Wahl der Beobachtungsfunktion
und zum anderen von den dynamischen Eigenschaften des Reglers und der linearen Ap-
proximation der Regelstrecke abha¨ngt, wird nun genauer analysiert. Wird die Regelstrecke
zum Beispiel durch ein PT1 U¨bertragungsglied approximiert, was bei gro¨ßeren Anregungs-
amplituden und Relativgeschwindigkeiten dem realen Prozess ziemlich nahe liegt (siehe
zum Beispiel Abbildung 2.14 in Abschnitt 2.3.1), und weiterhin eine einfache PI-Regelung
angenommen, so bestimmt der Amplitudengang der U¨bertragungsfunktion
D2(s) = Λ
( KHTR s
TRTH s2 + (TR + TRKHKR) s+KHKR
)
(6.36)
den Betrag des beobachtungsbedingten Da¨mpfungsfaktors. Dabei bezeichnen KH und KR
die Versta¨rkungsfaktoren und TH und TR die Zeitkonstanten der Regelstrecke und des
PI-Reglers entsprechend. Wird nun eine Kombination des Proportional- und Diﬀerenti-
algliedes der Form PD(s) = KΛ(s + Kd) als die Beobachtungsfunktion angenommen, so
ergibt sich der Da¨mpfungsfaktor D2 mit folgenden frequenzabha¨ngigen Charakteristiken,
wie in Abbildung 6.19 (a) dargestellt. Es ist oﬀensichtlich, dass D2(s) das stabile Verhal-
ten eines DT1-Gliedes aufweist. Um gro¨ßere Da¨mpfungen bei der Scha¨tzung dynamischer
Reibung im Niederfrequenzbereich zu erzwingen, werden oﬀensichtlich gro¨ßere KΛ Werte
beno¨tigt. Fu¨r gro¨ßere Frequenzen wird ein konstanter Da¨mpfungswert eingehalten, was mit
dem ansonsten durch den D1-Faktor deﬁnierten Tiefpassverhalten dynamischer Reibung





auf der rechten Seite von (6.35) ha¨ngt wiederum von den U¨bertragungscharakteristiken
der Regelstrecke sowie des Reglers ab. Im Gegenteil zu D2 weist allerdings der Amplitu-
dengang von G(s), dargestellt in Abbildung 6.19 (b), einen charakteristischen diﬀerenzie-
renden Charakter auf. Aus Sicht der Beobachtug dynamischer Reibung bedeutet es, dass
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Abbildung 6.19: Amplitudengang des Da¨mpfungs- D2 und Anregungsfaktors G bei der
Vorwa¨rts-Beobachtung dynamischer Reibung im geschlossenen Regelkreis
die ho¨heren Frequenzen der Sollwert-Relativgeschwindigkeit, welche sich sicherlich bei den
ho¨heren Frequenzen der Regelabweichung widerspiegeln, eine ho¨here Anregung der Beob-
achterdynamik mit sich bringen. Dies ermo¨glicht eine schnellere Anpassung der ermittelten
Kompensationsgro¨ße, allerdings unter Beru¨cksichtigung dynamischer Eigenschaften von Fˆ ,
welche durch das Eigenverhalten auf der linken Seite von (6.35) gegeben sind.
Es ist erkennbar, dass die Wahl der Parameterwerte KΛ und Kd eine A¨nderung sowohl
in der Gesamtda¨mpfung dynamischer Reibung als auch in der Anregung zu ihrer Scha¨tzung
hervorbringt. Aus dem positiv geda¨mpften dissipativen Verhalten des gescha¨tzten Reibwer-
tes geht die Stabilita¨t des um die Vorwa¨rts-Reibungskompensation erweiterten Regelkreises
hervor. Allerdings sollte bei der Wahl der Beobachtungsparameter die Bandbreite des Ge-
samtregelkreises und somit der Sollwertvorgabe beachtet werden. Der Proportinal- und
Diﬀerentialterm der gewa¨hlten Beobachtungsfunktion ko¨nnen im ungu¨nstigen Fall zu ei-
ner kontinuierlichen Anregung der Reibungsdynamik hinfu¨hren, welche kein stationa¨res
Konvergenzverhalten von Fˆ nach sich zieht, und somit eine verfa¨lschte sta¨ndig driftende
Kompensationsgro¨ße hervorruft. Allerdings wird diese Drift durch das Mess- und Prozess-
rauschen gesteuert und bezieht sich daher weniger auf eine Instabilita¨t im BIBO Sinne.
Folgende Simulationsergebnisse zeigen die Auswirkung der FFRB-basierten Kompen-
sation dynamischer Reibung auf das Verhalten des geschlossenen Regelkreises, welcher sich
aus dem bereits identiﬁzierten Aktuatorsystem aus Anhang A.1 und einer PI-Regelung
zusammensetzt. Dabei wird das Systemverhalten zusa¨tzlich mit dem Weißrauschen der
Prozess- und Messsto¨rungen verschiedener Grundfrequenzen am Eingang beziehungsweise
Ausgang der Regelstrecke beaufschlagt. Die simulierte Geschwindigkeitsantwort des gere-
gelten Systems wird in Abbildung 6.20 einmal fu¨r den Sprung (a) und einmal fu¨r den sinus-
fo¨rmigen (5 Hz) Verlauf (b) der Sollgro¨ße dargestellt. Neben einer PI-Regelung (PI) und
einer PI-Regelung mit FFRB (PI+FFRB) wird der Fall einer Vorwa¨rts-Aufschaltung des
nominellen Reibungsmodells (PI+2SEP) in Betracht gezogen. Rein theoretisch entspricht
der letzte Fall dem FFRB mit KΛ = 0. Es ist leicht zu erkennen, dass die PI+FFRB
Regelungsstrategie in beiden Fa¨llen gegenu¨ber den anderen aufgefu¨hrten Regelungsstrate-
gien u¨berlegen ist. Im Falle der Sprungantwort zeigt die PI+2SEP Regelung infolge der in
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Vorwa¨rts kompensierten Reibung ein etwas verbessertes Anstiegsverhalten gegenu¨ber einer
einfachen PI-Regelung auf. Bei der Kompensation der auftretenden Eingangs-Sto¨rgro¨ßen,
welche nach dem Sprung ab Zeit t = 1.1 s aufgeschaltet werden, zeigt sich das Sto¨r-
gro¨ßenkompensationsverhalten von PI+2SEP in keinerleih Hinsicht besser gegenu¨ber dem
von PI. Im Gegenteil hierzu ist die PI+FFRB-Regelung durchaus in der Lage, auf das
Auftreten der Sto¨rgro¨ßen schnell zu reagieren und diesen durch die angepasste Kompen-
sationsgro¨ße entgegen zu wirken. Im Falle einer sinusfo¨rmigen Anregung zeigt die fu¨r die
PI-Regelung dargestellte Regelabweichung ein periodisches Muster, welches abgesehen von
den angefangen bei t = 0 s auftretenden Sto¨rungen auf einen nach jeder Bewegungsumkehr
anwachsenden Regelungsfehler hindeutet. Die PI+2SEP-Regelung reduziert zwar diesen
Fehleranteil, ist aber immer noch gegenu¨ber den auftretenden Sto¨rungen relativ empﬁnd-
lich. Der Verlauf der Regelabweichung im Falle der PI+FFRB-Regelung zeigt eine deutlich
verbesserte Kompensation beider Eﬀekte und zwar sowohl der modellierten Reibung als
auch der unbekannten Sto¨rgro¨ßen.




























Abbildung 6.20: Simulierte Geschwindigkeitsantwort mit und ohne Reibunskompensation:
Sprungantwort (a), Regelabweichung der sinusfo¨rmigen (5 Hz) Trajektorie (b)
Diskussion
Fu¨r eine explizite Kompensation dynamischer Reibung ko¨nnen verschiedene modellgestu¨tz-
te Maßnahmen getroﬀen werden, welche allerdings alle eine regelungstechnische Erweite-
rung eines darunterliegenden Basisreglers bedeuten. Als Basis- oder Referenzregler eignet
sich zumal eine robuste lineare Referenzregelung, welche fu¨r einen mo¨glichst breiten Ar-
beitsbereich des Systems ausgelegt wird. Abgesehen von der gut bekannten modellbasier-
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ten Reibungskompensation in Form einer Vorsteuerung ko¨nnen diverse beobachtergestu¨tzte
Strategien angewendet werden. Die zur Beobachtung verwendete Fehlerdynamik dient der
Anpassung der mit Hilfe eines Modells gescha¨tzten Reibung, welche anschließend als ei-
ne Kompensationsaufschaltung in der Vorwa¨rts- oder Ru¨ckkopplung fungiert. Die beiden
letzt genannten Mo¨glichkeiten werden in diesem Kapitel ausfu¨hrlich analysiert und an-
gewendet. Das neu zur Reibungskompensation vorgeschlagene FFRB-Konzept stellt eine
Erweiterung der modellbasierten Vorsteuerung dar und ist in der Lage, durch seine adaptive
Zustandsdynamik sowohl den schnellen transienten Sto¨rgro¨ßen als auch dem zeitvarianten




Die im vorherigen Kapitel vorgestellten Kompensationsstrategien werden in diesem Ka-
pitel experimentell evaluiert und miteinander verglichen. Dabei ist zu erwa¨hnen, dass die
bekannten Studien wie zum Beispiel [56] und [109] einen kompensationsbezogenen Ver-
gleich verschiedener Reibungmodelle, darunter das statische, das LuGre- und das GMS-
Modell, bereits beinhalten. So wird in diesem Kapitel ausschließlich das identiﬁzierte 2SEP-
Reibungsmodell zu den Kompensationszwecken eingesetzt. Am Anfang des Kapitels wird
die Auslegung einer linearen PI-Referenzregelung, welche anschließend in allen drei eva-
luierten Kompensationsstrategien verwendet wird, beschrieben. Der Vergleich der Kom-
pensationsstrategien erfolgt anhand deﬁnierter Metriken. Zusa¨tzlich wird der Einﬂuss der
Betriebstemperatur auf das resultierende Verhalten des geschlossenen Regelkreises expe-
rimentell evaluiert, so dass die Robustheit jeweiliger Kompensationsstrategien gegenu¨ber
dem sich im System a¨ndernden Reibungsverhalten aufgezeigt wird.
7.1 Auslegung der linearen Referenzregelung
Zur Evaluierung der Reibungskompensation wird zuerst eine lineare Referenzregelung der
Winkelgeschwindigkeit fu¨r das Aktuatorsystem aus Anhang A.1 entworfen, welche anschlie-
ßend fu¨r jede in Betracht gezogene Kompensationsstrategie einzeln erweitert wird. Wie
bereits in Abschnitt 5.1 angesprochen, wird fu¨r die Geschwindigkeitsregelung ein konven-
tioneller PI-Regler verwendet, dessen Parameter unter Beru¨cksichtigung des identiﬁzierten
Systemverhaltens im Folgenden bestimmt werden. Unter Annahme eines PT1 a¨hnlichen
Systemverhaltens im Sliding-Regime wird eine lineare Approximation der Regelstrecke im
Frequenzbereich durchgefu¨hrt. Die gemessene Frequenzantwort und die lineare Approxi-
mation der Regelstrecke im Sinne einer Least-Squares Identiﬁkation werden in Abbildung
7.1 dargestellt. An dieser Stelle is anzumerken, dass lediglich der Amplitudengang bei der
Identiﬁkation mitberu¨cksichtigt wird. Der gemessene Phasengang des Systems mit nichtli-
nearer Reibung unterscheidet sich bei ho¨heren Frequenzen deutlich von dem der linearen
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Approximation (siehe Abschnitt 2.3.1) und ist daher fu¨r die Identiﬁkationszwecke weniger
geeignet. Die U¨bertragungfunktion der ermittelten linearen Approximation der Regelstre-




























Abbildung 7.1: Gemessene Frequenzantwort und lineare Approximation der Regelstrecke





Fu¨r eine mo¨glichst kurze Anstiegszeit und gleichzeitig geringe U¨berschwingweite wird eine
PI-Regelung mit der Nachstellzeit Ti = 0.04 s entworfen, so dass die U¨bertragungfunktion





Die Robustheit der entworfenen Regelung im Hinblick auf Variationen im Reibungs-
verhalten wird nun anhand der Wurzelortskurve in Abbildung 7.2 ausfu¨hrlich erla¨utert.
Wird die nichtlineare Reibung F als Hauptdeterminante der Da¨mpfungscharakteristiken
des Systems angenommen, so la¨sst sich die U¨bertragungfunktion der Regelstrecke wie folgt
aufschreiben:
H(s, F ) =
1/D(F )
J/D(F ) s+ 1
. (7.3)
Es ist oﬀensichtlich, dass der reibungsbedingte Da¨mpfungsterm D sowohl die Lage der
Polstelle als auch die stationa¨re Versta¨rkung des oﬀenen Regelkreises beeinﬂusst. Ein An-
stieg der Da¨mpfung wu¨rde die Polstelle der Regelstrecke sH weiter in den stabilen Bereich
nach links verschieben. Gleichzeitig wird die gesamte Versta¨rkung des oﬀenen Regelkrei-
ses dadurch kleiner und die Polstellen des geschlossenen Regelkreises wandern somit auf
den A¨sten im imagina¨ren Bereich. Dabei ist anzumerken, dass beim Versta¨rkungswert von
0.28, was eine A¨nderung im stationa¨ren Reibungsverhalten um etwa 300 % bedeutet und
somit als ein worst-case angesehen werden kann, das konjugiert-komplexe Polpaar immer
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Abbildung 7.2: Wurzelortskurve der linearen Geschwindigkeitsregelung
noch nicht langsamer als die durch die Nachstellzeit Ti gegebene Nullstelle wird. Auch in
einem Extremfall der Versta¨rkung Kp = 0.02 liefert die Regelung ein immer noch stabiles
Verhalten, welches allerdings langsamer als das Zeitverhalten der Regelstrecke selber ist.
Wird aber der Da¨mpfungsfaktor dagegen kleiner, was im Allgemeinen eine Reduzierung
der wirkenden Reibung bedeutet, so erho¨ht sich die Versta¨rkung des oﬀenen Regelkreises
und die Polstelle des geregelten Systems bewegt sich auf der reellen Achse in Richtung von
Ti. Fu¨r eine robuste Regelung mit einem nominellen nichtschwingungsfa¨higen Verhalten
wird die Reglerversta¨rkung auf Kp = 1 gesetzt.
Die als robust entworfene lineare Regelung des Aktuatorsystems wurde im Bezug zu
ihrer Antwort auf die Spru¨nge unterschiedlicher Ho¨hen experimentell evaluiert. Abbil-
dung 7.3 zeigt exemplarisch zuerst die Sprungantwort im niedrigen Geschwindigkeitsbe-
reich. Trotz einer relativ niedrigen Qualita¨t des zuru¨ckgekoppelten Messsignals stimmen
die Soll- und Istwertverla¨ufe gut u¨berein und die Regelung weist eine kurze Anstiegszeit
ohne ein U¨berschwingverhalten auf. An dieser Stelle ist anzumerken, dass abgesehen von
den quantisierungs- und abtastbedingten Qualita¨tsverlusten im Messsignal eine zusa¨tzli-
che durch die Daten-Bus-Kommunikation erzeugte Totzeit von etwa 1.5 ms im Regelkreis
auftritt.
Als na¨chstes wird die Referenztrajektorie A (siehe Abschnitt 6.1) evaluiert, welche ei-
ne Sequenz von Spru¨ngen unterschiedlicher Ho¨he zwischen 0.2 rps und 30 rps darstellt.
Der gemessene Soll-Istwert-Vergleich sowie der vergro¨ßerte Ausschnitt mit den stationa¨ren
Regelabweichungen sind in Abbildung 7.4 (a) und (b) entsprechend aufgezeichnet. Es ist
zu erkennen, dass im Falle gro¨ßerer Spru¨nge sich lediglich das hochfrequente Rattern der
stationa¨ren Regelabweichung etwas erho¨ht und die stationa¨re Endgenauigkeit dabei bei-
nahe konstant bleibt. Allerdings wird ersichtlich, dass die U¨berschwingweiten bei gro¨ßeren
Spru¨ngen deutlich ho¨her als wa¨hrend des Reglerentwurfs erwartet ausfallen. Die hohen
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Abbildung 7.3: Gemessene Sprungantwort des Aktuatorsystems mit PI-Referenzregelung



























Abbildung 7.4: Gemessene Trajektorie A des Aktuatorsystems mit PI-Referenzregelung:
(a) Soll-Istwert-Vergleich, (b) stationa¨re Regelabweichung
U¨berschwingweiten sind auf die Stellgro¨ßenbeschra¨nkung im Aktuatorsystem zuru¨ckzufu¨h-
ren. Durch diese wird das Auﬁntegrieren der Regelabweichung la¨nger als bei einer un-
eingeschra¨nkten Regelkreisdynamik, was sich zuerst in ho¨heren U¨berschwingweiten und
anschließend in la¨ngeren Ausregelzeiten widerspiegelt. Abbildung 7.5 zeigt eine simulierte
Sprungantwort des Aktuatorsystems mit der PI-Referenzregelung einmal ohne und einmal
mit der Stellgro¨ßenbeschra¨nkung, welche wie im realen Experimentalsystem bei ±3 A liegt.
Wird die Regelung gezielt fu¨r die Sollwerttrajektorien mit ausreichend großen Spru¨ngen
ausgelegt, so sind die zusa¨tzlichen Maßnahmen wie Anti-Windup [31] zu ergreifen.
7.2. VERGLEICH DER KOMPENSATIONSSTRATEGIEN 119
















Istwert, u begrenzt ±3 A
Sollwert
Abbildung 7.5: Simulierte Sprungantwort des Aktuatorsystems mit PI-Referenzregelung
mit und ohne Stellgro¨ßenbeschra¨nkung
7.2 Vergleich der Kompensationsstrategien
Zur Evaluierung der in den Abschnitten 6.2-6.4 vorgestellten Regelungkonzepte mit einer
Zielsetzung der Kompensation dynamischer Reibung werden verschiedene Metriken bezie-
hungsweise Gu¨tefunktionen angewendet. Zum Vergleich der Schnelligkeit und der Energie-
eﬃzienz im Bezug auf die Stellgro¨ße eignet sich das ISE (Integral Square Error) Kriterium,
insofern dieselbe Sollwert-Trajektorie fu¨r alle zu evaluierenden Regler verwendet wird. Fu¨r
eine mit konstanter Abtastzeit abgetastete Datensequenz aus N Samples kann das ISE












Es ist oﬀensichtlich, dass die gro¨ßeren Regelabweichungen durch den quadratischen Term
sta¨rker in die ISE Gewichtung einfallen. Als eine weitere Metrik fu¨r die mittlere Regelab-













ausrechnen la¨sst. Weiterhin werden auch der maximale absolute Fehler MAX= max{ei}
min i = 1, 2, . . . , N und die Fehler-Standardabweichung STD in Betracht gezogen. Zu einem
besseren Vergleich der evaluierten Regelungkonzepte werden alle aufgefu¨hrten Metriken
M =
{
ISE, MAE, MAX, STD
}






) Mj × 100% .
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Tabelle 7.1: Eﬃzienz-Metriken evaluierter Regelungskonzepte
Regelungskonzept
Trajektorie Metrik (%) PI PI+2SEP PI+LTRB PI+FFRB
A ISE 100.00 102.15 103.91 100.85
MAE 100.00 102.22 118.25 102.76
MAX 100.23 100.00 100.67 100.23
STD 100.00 101.07 101.93 100.42
B ISE 141.37 101.14 159.49 100.00
MAE 121.63 100.62 130.81 100.00
MAX 108.71 100.00 123.02 101.38
STD 118.90 100.57 126.29 100.00
C ISE 198.81 109.40 134.39 100.00
MAE 133.84 106.56 116.68 100.00
MAX 121.68 100.00 111.19 101.29
STD 141.00 104.59 115.92 100.00
Tabelle 7.1 fasst die berechneten Metriken aller vier evaluierten Regelungskonzepte (PI,
PI+2SEP, PI+LTRB, PI+FFRB) und zwar fu¨r alle drei verwendeten Referenztrajektorien
A, B und C zusammen. Es ist oﬀensichtlich, dass im Falle gro¨ßerer Spru¨nge der Einsatz zu-
sa¨tzlicher Kompensationsmaßnahmen keine wirkliche Verbesserung gegenu¨ber dem robus-
ten PI-Regler mit sich bringt. Dies ist leicht nachvollziehbar, da die relativ groß gewa¨hlten
Proportional- und Integralfaktoren der PI-Regelung die gesamtverfu¨gbare Stellgro¨ße bei je-
dem Sprung vo¨llig ausnutzten, so dass die modellbasierten Strategien das Anstiegsverhalten
nicht reduzieren ko¨nnen. Weiterhin beno¨tigt die Beobachterdynamik eine bestimmte Ein-
schwingzeit beim sprungartigen Verlauf des Beobachtungsfehlers, so dass sogar eine leichte
Abschwa¨chung der Regler-Eﬃzienz dadurch entstehen kann (siehe MAE Kriterium fu¨r
PI+LTRB bei der Trajektorie A). So zeigen die in Abbildung 7.6 dargestellten Ausschnitte
der evaluierten Trajektorie A, dass das Aufschwingverhalten aller drei modellgestu¨tzten
Regelungskonzepte grundsa¨tzlich vom Verhalten der unterliegenden PI-Regelung abha¨ngt
und sich voneinander nur geringfu¨gig unterscheidet. Fu¨r das stationa¨re Verhalten zeigt
die PI+LTRB Regelung eine ho¨here Oszillation um den Gleichwert, was durch ein relativ
starkes Prozess- und Ausgangsrauschen, welches zu einer kontinuierlichen Oszillation des
gescha¨tzten Reibwertes und somit der Kompensationsgro¨ße hinfu¨hrt, erkla¨rt werden kann.
Die stationa¨re Genauigkeit der PI+LTRB Regelung ist somit auf die Qualita¨t der Mess-
signale und gegebenenfalls Totzeiten im System angewiesen und kann weiterhin durch eine
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geeignete Adaptation der Beobachterkoeﬃzienten eventuell erho¨ht werden. Allerdings wird
eine Erweiterung der entwickelten und erprobten beobachtergestu¨tzten Kompensations-
strategien im Rahmen der vorliegenden Arbeit nicht explizit betrachtet.



























































PI PI+LTRB PI+FFRB Sollwert
Abbildung 7.7: Ausschnitte aus evaluierter Trajektorie C
Im Falle dynamischer Trajektorien B und C ist die PI+FFRB Regelung mit ihrer adap-
tiven Feed-Forward Kompensationsstrategie gegenu¨ber den anderen evaluierten Ansa¨tzen
deutlich u¨berlegen. Ein relativ geringer Unterschied zwischen PI+2SEP und PI+FFRB
Regelung spricht eher fu¨r ein weniger zeitvariantes Reibungsverhalten wa¨hrend der Expe-
rimente, so dass eine beobachtergestu¨tzte Anpassung der modellierten Reibungsdynamik
keine zu großen Verbesserungen gegenu¨ber einer nominellen Reibungsvorhersage mit sich
bringt. Dennoch ist der Unterschied insbesondere fu¨r die Trajektorie C zu erkennen. Fu¨r
beide dynamischen Trajektorien (B und C), welche eine ha¨uﬁge Bewegungsumkehr bein-
halten, wird der Fortschritt einer expliziten Reibungskompensation im Vergleich zur PI-
Referenzregelung eindeutig. Fu¨r den Fall kleinerer Relativgeschwindigkeiten (Trajektorie
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C) liegt die Verbesserung imMAE Kriterium bei circa 34 % und im ISE Kriterium sogar bei
99 %. Hier zeigt sich die PI+FFRB Regelung als eine weit eﬃzientere Strategie und schei-
det bei fast allen Kriterien besser als die PI-Referenzregelung und andere Kompensations-
strategien ab. Die in Abbildung 7.7 aufgezeigten Ausschnitte der evaluierten Trajektorie
C verdeutlichen das Verhalten der PI+LTRB und PI+FFRB Regelung im Vergleich zum
PI-Referenzregler. Der Istwert-Verlauf der PI+LTRB Regelung zeigt ein ho¨heres Rattern,
folgt aber kontinuierlich dem Verlauf der Sollwert-Trajektorie. Im Gegensatz hierzu zeigt
die PI-Regelung einen deutlich glatteren Verlauf der Ist-Relativgeschwindigkeit, unterliegt
aber einem sichtbaren Nachlauf bei jedem Vorzeichenwechsel der Sollwerttrajektorie.
7.3 Abha¨ngigkeit von der Betriebstemperatur
Angesichts eines meist zeitvarianten Reibungsverhaltens bedarf es weiterer Evaluierungen
der aufgefu¨hrten Regelungstrategien, um ihre Generalisierungsfa¨higkeit und Robustheit
gegenu¨ber den A¨nderungen der Systemparameter zu pru¨fen. Wie bereits in Kapitel 2 ange-
sprochen unterliegt das Reibungsverhalten im System unter anderem einem starken Einﬂuss
der Betriebstemperatur. Darunter kann im weiten Sinne sowohl die Umgebungstempera-
tur als auch die unmittelbare Temperatur auf den kontaktierenden Reibﬂa¨chen verstanden
werden. Die letztere fu¨hrt allerdings viel zu sehr zu einer strukturellen Betrachtung der Rei-
bungsmechanismen hin und kann aus Sicht der Anwendungen messtechnisch meist nicht
direkt u¨berwacht werden. Vielmehr kann aber eine Temperaturerfassung in einer unmit-
telbaren Na¨he oder viel eﬃzienter direkt auf den zuga¨nglichen Oberﬂa¨chen der Konstruk-
tionselemente, in denen die kinetische Reibung wirkt, anvisiert werden. Eine somit lokal
erfasste Temperatur kann meist als die Betriebstemperatur der reibenden Mechanismen
angenommen werden. Bei einer sich im Laufe der Zeit kontinuierlich a¨ndernden Betriebs-
temperatur werden die A¨nderungen im Verhalten des geregelten Systems u¨berwacht, um
daraus mo¨gliche Schlussfolgerungen u¨ber die Eﬃzienz des eingesetzten Regelungssystems
zu ziehen. Dabei soll die Betriebstemperatur mo¨glichst langsam und ohne große Spru¨nge
variiert und die Betriebskonditionen der Regelung, sprich Sollwert- und Lastverla¨ufe, sollen
mo¨glichst konstant gehalten werden.
Die Evaluierung der in den vorherigen Abschnitten ausfu¨hrlich beschriebenen Rege-
lungskonzepte wird nun am Aktuatorsystem aus Anhang A.1, allerdings diesmal in Abha¨n-
gigkeit der Betriebstemperatur, durchgefu¨hrt. Fu¨r diese Zwecke wird das Aktuatorsystem
mit Hilfe einer Standard-Heißluftpistole beginnend bei der Raumtemperatur kontinuierlich
erhitzt und die Temperatur auf der Oberﬂa¨che der Getriebeeinheit wird dabei mit Hilfe ei-
nes applizierten PT100 Temperatursensors vermessen. Die Langzeitmessungen von 10 min,
wa¨hrend deren die Regelung des Aktuatorsystems kontinuierlich la¨uft, werden fu¨r alle vier
Regelungsstrategien einzeln wiederholt. Zwischen den einzelnen Experimenten wird das
Aktuatorsystem auf die Raumtemperatur ohne technische Hilfsmittel zuru¨ck abgeku¨hlt.
Der zwischen vier Experimenten gemittelte zeitliche Verlauf der gemessenen Temperatur
mit einer zusa¨tzlichen a¨quidistanten Angabe der Standardabweichungen wird in Abbildung
7.8 dargestellt. Es ist zu erkennen, dass trotz eines nicht vollsta¨ndig linearen Verlaufs der
7.3. ABHA¨NGIGKEIT VON DER BETRIEBSTEMPERATUR 123









Abbildung 7.8: Gemessener Zeitverlauf der Betriebstemperatur
Betriebstemperatur eine kontinuierliche und hinzu glatt verlaufende Erhitzung des Ak-
tuatorsystems realisiert werden konnte. Dabei wurde die Temperatur von etwa 67 oC als
Obergrenze zudem gesetzt, wobei die herstellerspeziﬁsche Temperaturobergrenze fu¨r die
O¨lschmierung der Getriebe bei 90 oC liegt. Eine relativ kleine Standardabweichung des
Temperaturverlaufs einzelner Langzeitexperimente ermo¨glicht den Vergleich zwischen den
evaluierten Regelungsstrategien unter beinahe gleichen Temperaturbedingungen. Zur Eva-
luierung einzelner Regelungen wird die gleiche Sollwerttrajektorie aus Abbildung 7.9 wie-
derholt, ohne ein Anhalten des Betriebs dazwischen durchzufu¨hren. Die Sollwerttrajektorie
stellt eine Multisinus-Sequenz mit niedrigen Amplituden von maximal 2 rps im Frequenz-
bereich 0.05–5 Hz dar. Die stets gleiche Sollwerttrajektorie, welche insgesamt zehnmal bei












Abbildung 7.9: Sollwerttrajektorie der Multisinus-Sequenz mit 0.05–5 Hz Frequenzbereich
zur Evaluierung der Regelungsstrategien in Abha¨ngigkeit der Betriebstemperatur
einer kontinuierlichen ansteigenden Temperatur abgefahren wird, ermo¨glicht es, die glei-
chen Eﬃzienz-Metriken, wie bereits in Abschnitt 7.2 eingefu¨hrt, anzuwenden. Dabei werden
die einzelnen Metriken fu¨r jede Regelungsstrategie genau auf das 60 s Zeitfenster bezogen,
in welchem sich die Sequenz aus Abbildung 7.9 abspielt. Der fu¨r das gleiche Zeitfenster ge-
mittelte Temperaturwert spiegelt eine Entwicklung der Betriebstemperatur wider, so dass
anschließend insgesamt zehn Datenpunkte pro Eﬃzienz-Metrik und pro Regelungsstrategie
zum Vergleich vorliegen.
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Abbildung 7.10: Eﬃzienz-Metriken von den vier evaluierten Regelungsstrategien in Abha¨n-
gigkeit der Betriebstemperatur: (a) ISE, (b) MAE, (c) MAX, (d) STD
Die Eﬃzienz-Metriken aller vier Regelungsstrategien, evaluiert in Abha¨ngigkeit der
Betriebstemperatur, sind in Abbildung 7.10 dargestellt. Die Eﬃzienz-Metriken zeigen, dass
die PI+FFRB-Regelung auch in diesem Falle den anderen Regelungsstrategien gegenu¨ber
deutlich u¨berlegen ist. Es ist außerdem zu erkennen, dass sich das Reglerverhalten insge-
samt mit einer steigenden Temperatur verbessert und zwar fu¨r alle evaluierten Regelungs-
strategien. Dies ist auf eine mit der steigenden Temperatur verbesserte Schmierung der
reibenden Oberﬂa¨chen und eine dadurch generell sinkende beziehungsweise sich als homoge-
ner verhaltende Reibung zuru¨ckzufu¨hren. Insgesamt unterliegen die Eﬃzienz-Metriken der
PI-Referenzregelung einer sta¨rkeren temperaturabha¨ngigen Variation als die der gezielten
Reibungskompensationsmaßnahmen. Die temperaturbedingten Variationen in Standardab-
weichung des Regelungsfehlers deuten in allen vier Fa¨llen auf eine sta¨rkere Inhomogenita¨t
im Reibungsverhalten eines unaufgewa¨rmten Systems. Dagegen ist das temperaturabha¨ngi-
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ge Verhalten des maximalen absoluten Fehlers eher sporadischer Natur. Insgesamt ko¨nnen
die gezielten Reibungskompensationsmaßnahmen den temperaturabha¨ngigen Variationen
im Reibungsverhalten des Systems entgegen wirken. Die adaptiven beobachtergestu¨tzten
Strategien sind dabei in erster Linie von Bedeutung, wobei die Eﬃzienz einer rein modell-
basierten Vorkompensation bei den durchgefu¨hrten Experimenten ebenfalls keine zu große
Temperaturabha¨ngigkeit zeigte.
Diskussion
Bei der Evaluierung von insgesamt vier Regelungskonzepten, darunter eine robuste PI-
Referenzregelung, modellbasierte Vorsteuerung sowie beide Feed-Forward und Luenberger-
Typ Reibungsbeobachter, zeigt sich das FFRB-Konzept als meist eﬃzient. Zudem sind die
temperaturbedingten Variationen im Reibungsverhalten des Systems aus Sicht der einge-
setzten Regelung mit zu beru¨cksichtigen. A¨ndern sich im Allgemeinen die Reibungspara-
meter und somit die Reibungsdynamik in Abha¨ngigkeit der Betriebstemperatur, so a¨ndert
sich das Verhalten des geschlossenen Regelkreises, trotz der ergriﬀenen Kompensations-
maßnahmen. Obwohl keine explizite Anpassung der Reibungsparameter und somit keine
adaptive Regelung im Rahmen dieser Arbeit anvisiert wird, liefern die beobachtergestu¨tz-
ten Kompensationsverfahren die zufriedenstellenden Ergebnisse und zeigen eine deutliche
Resistenz gegenu¨ber den temperaturbedingten Variationen im Reibungsverhalten.
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Kapitel 8
Zusammenfassung und Ausblick
In dieser Arbeit wurden die modernen heuristischen Ansa¨tze zur Modellierung dynamischer
Reibung in Aktuatorsystemen vorgestellt, analysiert und um den eigenen Beitrag erweitert.
Das eingefu¨hrte 2SEP-Modell [85], [87], [89] wurde zu regelungstechnischen Kompensations-
maßnahmen angewendet und mit den anderen bereits existierenden und sich in der
”
Con-
trols & Systems“ Wissenschaftsgemeinde etablierten Modellen dynamischer Reibung aus-
fu¨hrlich verglichen. Zu diesen za¨hlen Dahl- [24], LuGre- [114] und GMS- [4] Modelle dy-
namischer Reibung, welche schon seit langem und andauernd immer sta¨rkeren Eingang in
die automatisierungstechnische Praxis nehmen.
Die Besonderheiten des neu erarbeiteten Modellierungsansatzes liegen zum einen in
dem kompakten Satz von insgesamt sieben freien Parametern, was die Komplexita¨t des
allgemein bekannten LuGre-Modells nicht u¨bersteigt. Dabei ist das 2SEP-Modell stabiler
bei der Implementierung und fu¨hrt bei großen A¨nderungen der Eingangsgeschwindigkeit
zu keinerlei Divergenzen der berechneten Zusta¨nde, was beim LuGre-Modell sowie ande-
ren diﬀerentiellen Ansa¨tzen zur Abbildung der Pre-sliding-Hysterese vorkommen kann [32],
[64]. Zum anderen liegt das 2SEP-Modell bei der Abbildung der transienten Reibungsdy-
namik und somit des Reibungsnachlaufs na¨her dem physikalisch begru¨ndeten GMS-Ansatz
und zeigt sich dadurch auch als pha¨nomentreu. Gleichzeitig vermeidet das 2SEP-Modell
den dem GMS-Modell zugeho¨rigen Ansatz mehrerer verteilter Elemente mit einer ent-
sprechenden Vielzahl der Parameter und umgeht die Verwendung der Schaltfunktionen –
beziehungsweise Schwellenwerte – beim U¨bergang zwischen Pre-sliding und Sliding. Die in
Form eines Attraktors verwendete Dynamik erster Ordnung beschreibt den Reibungsu¨ber-
gang in Richtung einer stationa¨ren Reibungskennlinie. Die klassische Stribeck-Funktion
des stationa¨ren Reibungsverhaltens wird auch im 2SEP-Modell verwendet und durch eine
Reihe experimenteller Abgleiche besta¨tigt, obwohl sie ha¨uﬁg als umstritten gilt. Zur Ab-
bildung des Pre-sliding-Verhaltens dynamischer Reibung und der damit eng verknu¨pften
Pre-sliding-Hysterese wird das Modiﬁed Maxwell-Slip- (MMS) Modell [88] eines elasto-
plastischen Slider-Elements verwendet, bei dem die Steiﬁgkeit der Verbindungsfeder als
exponentiell abnehmend und zudem irreversibel angenommen wird. Die resultierende po-
sitionsabha¨ngige Abbildung des Reibungszustandes im Pre-sliding-Regime ist frequenz-
unabha¨ngig, dissipativ und weist ein lokales Geda¨chtnis auf. Die durchgefu¨hrte Analyse
127
128 KAPITEL 8. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK
brachte die lokalen/nicht-lokalen Geda¨chtnis-Eigenschaften dynamischer Reibung im Pre-
sliding-Regime in eine Verbindung mit dem Drift-Eﬀekt. Letzterer ist zwar aus der Praxis
gesteuerter Bewegungssysteme gut bekannt, bleibt aber bei der Modellierung dynamischer
Reibung weit umstritten [15], [5], [17].
Fu¨r die Verwendung der Modelle zur Kompensation dynamischer Reibung in Aktua-
torsystemen werden die bereits bekannten sowie neu entwickelten Identiﬁkationsstrategien
vorgestellt. Die Identiﬁkation dynamischer Reibung basiert zwar meist auf den Methoden
der nichtlinearen Least-Squares Regression, erfordert aber eine Reihe problemspeziﬁscher
Maßnahmen und Voranalysen sowohl im theoretischen als auch im anwendungsbezogenen
Sinne. Hierunter fallen vor allem die zu bestimmenden Amplituden- und Frequenzbereiche
sowie weitere Konditionen der Systemanregung, welche erforderlich sind, um eine aussage-
kra¨ftige Signatur nichtlinearer Reibungseﬀekte aus den Messdaten zu gewinnen. Zudem ist
zu unterscheiden, ob die Reibungsidentiﬁkation prozessbedingt in einem gesteuerten oder
geregelten Betrieb durchzufu¨hren ist. Weiterhin wird eine neue Methode zur Identiﬁka-
tion dynamischer Reibung im Frequenzbereich vorgestellt. Diese erfordert lediglich einen
kompakten, leicht zu gewinnenden Satz experimenteller Daten, ohne eine ausfu¨hrliche Vor-
analyse der Systemdynamik vorauszusetzen. Fu¨r viele praktische Anwendungen ist dies von
großem Vorteil. Es wurde aufgezeigt, dass eine gezielte Variation der Anregungsamplituden
bei der Reibungsidentiﬁkation im Frequenzbereich eine ausreichende Signatur des charak-
teristischen Reibungsverhaltens hervorruft, und zwar in Pre-sliding- und Sliding-Regimen.
Bei der Kompensation dynamischer Reibung, welche auf Basis vorhandener identiﬁzier-
ter Modelle erfolgen kann, wird von einer linearen, robust ausgelegten Referenzregelung
ausgegangen, welche anschließend jeweils fu¨r jede einzelne Kompensationsstrategie erwei-
tert wird. Bekanntermaßen kann die modellgestu¨tzte Reibungskompensation in Form ei-
ner Vorsteuerung realisiert werden, wobei das verwendete Reibungmodell die im System
herrschende dynamische Reibung auf Basis der Sollwerttrajektorie vorhersagt und dement-
sprechend eine Kompensationsgro¨ße in einer Vorwa¨rtskopplung berechnet. Zu den gro¨ßten
Nachteilen einer Vorwa¨rts-Kompensation der Reibung za¨hlt zum einen die Nichtberu¨ck-
sichtigung der tatsa¨chlichen Geschwindigkeit und somit der momentan wirkenden Reibung
im System; zum anderen sind es die Modellungenauigkeiten und das zeitvariante Reibungs-
verhalten, welche die Eﬃzienz einer reinen Vorwa¨rts-Kompensation abschwa¨chen. Um die
Schwachstellen zu eliminieren, werden zwei sich voneinander prinzipiell unterscheidende
– doch jeweils beobachtergestu¨tzte – Ansa¨tze vorgeschlagen, analysiert und experimentell
erprobt. Der Luenberger-Typ Reibungsbeobachter (kurz LTRB) basiert auf dem allseits be-
kannten Luenberger-Beobachter fu¨r lineare Systeme und scha¨tzt die nichtlinearen Zusta¨nde
des 2SEP-Modells, welche in einer SDC- oder anders benannt als LPV-Form dargestellt
werden ko¨nnen. Der vorgeschlagene LTRB arbeitet robust in einem geregelten Betrieb, bei
welchem die stellgro¨ßenbezogene Eingangsgro¨ße des Beobachters auch die hochfrequenten
Signal-Anteile beinhaltet. Der LTRB zeigt allerdings eine gewisse Sensibilita¨t gegenu¨ber
der Qualita¨t des Ausgangsmesssignals sowie gegenu¨ber den Totzeiten im System. Ein prin-
zipiell neuer Feed-Forward Reibungsbeobachter (kurz FFRB), welcher die Vorteile einer
Vorwa¨rts-Kompensation dynamischer Reibung mit den Prinzipien einer Beobachtung der
Zustandsdynamik kombiniert, wird vorgeschlagen. Die Stabilita¨t des adaptiven Verhaltens
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des FFRBs in einem geschlossenen Regelkreis wird analysiert und nachgewiesen. Die durch-
gefu¨hrte experimentelle Evaluierung zeigt eine ho¨here Eﬃzienz des FFRBs im Vergleich zur
Referenzregelung und zu den anderen untersuchten Kompensationsstrategien. Es wird auf-
gezeigt, dass der FFRB-Ansatz sowohl den schnell einwirkenden transienten Sto¨rgro¨ßen
der Kraft-/Momentenbilanz als auch den zeitvarianten A¨nderungen im Reibungsverhal-
ten entgegenwirken kann. Ebenfalls experimentell untersucht und miteinander verglichen
werden die temperaturbedingten a¨ußeren Einﬂu¨sse auf das Regelungsverhalten aller vier
betrachteten Kompensationsstrategien.
In Anspruch genommen werden drei, aus Sicht der mechanischen Konﬁguration sowie
der Bewegungs- und Lastbereiche voneinander stark unterschiedliche, Aktuatorsysteme.
Darunter fallen das speziell entwickelte 1-DOF Aktuatorsystem mit Harmonic-Drive Ge-
triebeuntersetzung, das hochpra¨zise 2-DOF Positioniersystem eines optischen Teleskops
mit Direct-Drive-Antreiben und schließlich der 6-DOF Industrieroboter mit serieller Kine-
matik und sechs rotatorischen Achsen. An allen drei Aktuatorsystemen kann die Genera-
lisierungsfa¨higkeit und ada¨quate Genauigkeit des vorgeschlagenen 2SEP-Reibungsmodells
nachgewiesen werden. Aufgrund der Verfu¨gbarkeit des Systems und der Zuga¨nglichkeit der
erforderlichen Schnittstellen wird die experimentelle Kompensation dynamischer Reibung
ausschließlich am 1-DOF Aktuatorsystem durchgefu¨hrt und nachgewiesen.
Die Ergebnisse dieser Arbeit sind vor allem zur Lo¨sung der regelungsorientierten Pro-
bleme in Systemen mit Reibung von Bedeutung. Daru¨ber hinaus erlauben die einfache
Implementierbarkeit und Integrierbarkeit der vorgestellten Modelle und Methoden es, die
erzielten Ergebnisse in die Entwicklungsprozesse der Auslegung, Simulation und Analyse
von Aktuatorsystemen in Fru¨hphasen ihrer Entstehung einzubeziehen.
Zuku¨nftige Arbeiten auf dem Gebiet werden sich unter anderem auf die Untersu-
chungen des Parameterverhaltens der modellierten Reibung in Abha¨ngigkeit von a¨ußeren
Umgebungs- und Prozessfaktoren konzentrieren. Hier sind Variationen in Abha¨ngigkeit von
Temperatur und Feuchtigkeit sowie von normal belastenden externen Kra¨ften und nicht
zuletzt von Dauerbetrieb zu erwa¨hnen. Tiefer gehende theoretische und experimentelle
Untersuchungen des Drift-Eﬀekts stellen ein weiteres umfangreiches Gebiet fu¨r zuku¨nftige
Arbeiten dar, wobei die Flexibilita¨t und Erweiterbarkeit des 2SEP-Modells bezu¨glich der
Steiﬁgkeitseigenschaften elasto-plastisch interagierender Kontaktﬂa¨chen eine solide Aus-
gangslage hierzu anbieten. Im Hinblick auf Praxisrelevanz sind weitere Untersuchungen der
”
Mikrodynamik“ kinetischer Reibung – besonders fu¨r die hoch-pra¨zisen Mechanismen der
Mikro-Positionierung – von Bedeutung. Unabha¨ngig von den Bewegungsprinzipien – rota-
torisch oder translatorisch – und den Antriebstypen – elektro-mechanisch, magnetisch [83],
hydraulisch oder piezo-elektrisch – ko¨nnen die modellgestu¨tzten Kompensationsstrategien
zur U¨berwindung dynamischer Reibung verwendet werden. Ferner bieten die erarbeiteten
Modellierungs- und Kompensationsansa¨tze Hilfestellung fu¨r die Entwicklung neuartiger
Aktuatorsysteme auf Basis magnetischer Formgeda¨chtnislegierungen [86, 90, 91, 92] an.
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Anhang A
Anwendungsbeispiele
A.1 1-DOF elektro-mechanischer Aktuator
Das Aktuatorsystem mit einem rotatorischen Freiheitsgrad wurde im Rahmen der vorlie-
genden Arbeit am Lehrstuhl RST entwickelt. Das Aktuatorsystem stellt einen etwa 10 zu
1 unterskalierten Emulator des Rotationsgelenks eines Standardindustrieroboters der mitt-
leren Gewichtsklasse (15-30 kg Traglast) dar und la¨sst die Lastmomente bis zu 100 Nm
auf der Abtriebsseite zu. Dabei ko¨nnen die Winkelgeschwindigkeiten bis zu 70 Grad/s ab-
triebsseitig erreicht werden, wodurch eine Unterskalierung von etwa 3 zu 1 der Bewegung
einer der Basis-Roboterachsen nachgebildet wird. Die Laborumgebung sowie die Zusam-
mensetzung des Aktuatorsystems sind in Abbildung A.1 (a) und (b) dargestellt.
Das Aktuatorsystem bildet eine oﬀene Antriebskette, an deren freiem Ende ein aus-
tauschbarer Hebelarm angebracht werden kann. Somit stellt das entwickelte Aktuatorsys-
tem eine Art universelles Versuchstands zur Untersuchung des Verhaltens einzelner Ro-
botergelenke dar, wie zum Beispiel in [69] fu¨r einen elastischen Roboterarm durchgefu¨hrt
wurde. Das gesamte Experimentalsystem wird u¨ber einen xPC Target-Rechner mit der
Echtzeitplattform von der Firma Mathworks angesteuert. Ein durch die konventionelle
TCP/IP Verbindung mit dem xPC Target Rechner verbundener Host-Rechner stellt eine
Entwicklungsplattform dar, wobei die MATLAB/Simulink Software als die Hauptentwick-
lungsumgebung eingesetzt wird. Je nach Auslastung der CPU am xPC Target-Rechner,
welche durch die Komplexita¨t der unter Echtzeit zu berechnenden Modelle/Algorithmen
am sta¨rksten beeinﬂusst wird, kann eine Abtastrate von bis zu 4 kHz gesetzt werden. Der
xPC Target-Rechner ist mit einem CAN-AC2-PCI Adapter der Firma Softing AG ausge-
stattet, welcher u¨ber zwei CAN-Kana¨le verfu¨gt und eine Echtzeitkommunikation mit der
Steuerungseinheit des BLDC-Motors ermo¨glicht. Zusa¨tzlich ist am xPC Target-Rechner
eine Multifunktionskarte PCI-DAS1602/16 der Frima Measurement Computing installiert
worden, welche gleichzeitig zur Erfassung analoger und digitaler Kana¨le verwendet wird.
Die Karte verfu¨gt u¨ber 16 AI, 2 AO und 24 DIO frei programmierbare Kana¨le und ar-
beitet mit schnellen A/D- und D/A-Wandler mit einer 16 Bit Auﬂo¨sung. Eine Hardware-
Steuerungseinheit, welche diverse Leistungs- und Auswerteelektronik-Module integriert und
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Abbildung A.1: 1-DOF Aktuator: (a) U¨bersicht der Laborumgebung, (b) Zusammensetzung
des Aktuatorsystems, (c) schematische Darstellung mehrerer verkoppelter Reibstellen
die ganze Verdrahtung und Verkabelung der Anschlussschnittstellen implementiert, wurde
ebenfalls im Rahmen der vorliegenden Arbeit entwickelt.
Das eigentliche Aktuatorsystem, dargestellt in Abbildung A.1 (b), wird von einem EC60
BLDC-Motor der Firma Maxon Motor GmbH angetrieben. Der eingesetzte Servo-Motor
weist ein maximales Dauerdrehmoment von 0.83 Nm und einen Dauerbelastungsstrom von
5.85 A auf und besitzt ein nominelles Rotortra¨gheitsmoment von 0.83e−4 kg m2 und eine
nominelle Drehmomentkonstante von 0.147 Nm/A. Der Drehwinkel und die Drehgeschwin-
digkeit des Rotors werden mit 15 Bit A/D Auﬂo¨sung u¨ber einen eingebetteten Resolver
erfasst. Die Ausgangswelle des BLDC-Motors ist u¨ber eine drehstarre Ausgleichskupplung
mit der Getriebeeinheit verbunden. Die Getriebeeinheit implementiert den prototypischen
CPL-20A Harmonic Drive Einbausatz mit der nominellen Untersetzung 160:1 und dem
wiederholbaren Spitzendrehmoment von 92 Nm. Das Geha¨use der Getriebeeinheit wird
von beiden Seiten mit einem O-Ring abgedichtet und der HD Einbausatz beﬁndet sich in
einem entsprechend gefu¨llten O¨lbad. Die Ausgangsseite des Aktuatorsystems beinhaltet
die u¨ber eine weitere Ausgleichskupplung angekoppelte Ausgangswelle zur Aufnahme der
austauschbaren Last sowie die weitere Abtriebssensoren, welche allerdings in Rahmen die-
ser Arbeit nicht explizit verwendet wurden. Alle eingebauten Konstruktionselemente hinter
der Getriebeeinheit stellen aus Sicht der Lastverteilung die rotationssymmetrischen Ko¨rper
dar und besitzen eine ausgerichtete gemeinsame Drehachse, welche mit der Rotorachse des
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Servo-Motors zusammen fa¨llt. Zusa¨tzlich ist an der Ausgangsseite des Aktuatorsystems
eine mechanische Vorrichtung zum Blockieren der Ausgangswelle vorgesehen.
Aus Sicht der auftretenden Reibungseﬀekte weist das Aktuatorsystem mehrere verkop-
pelte Reibstellen auf, welche sich vereinfacht wie in Abbildung A.1 (c) aufzeichnen lassen.
Die Reibstellen f1, f2, f3 und f5 beziehen sich auf die Lagerung der Motorwelle, des HD
Wave Generators sowie der Ausgangswelle des Aktuatorsystems. Die als doppelt bezeichne-
te Reibstelle f4 bildet die Eingriﬀsmechanismen innerer Verzahnung der HD Untersetzung
ab. Aufgrund einer relativ hohen Steiﬁgkeit von etwa 1.6e4 Nm/rad im unteren Belas-
tungsbereich von bis zu 7 Nm, welcher allerdings von der gesamtwirkenden Reibung nicht
u¨berschritten wird, und aufgrund einer hohen Strukturda¨mpfung des HD Getriebebau-
satzes kann die Getriebeelastizita¨t im Gesamtsystem vernachla¨ssigt werden. Demzufolge
wird die gesamte Antriebskette im Kontext der Reibungsmodellierung als ein Starrko¨r-
per angenommen, wobei sich die Tra¨gheit aller rotationssymmetrischen Ko¨rper durch ein
konzentriertes Tra¨gheitsmoment J abbilden la¨sst.
A.2 2-DOF Positioniersystem des optischen Teleskops
Als zweites Anwendungsbeispiel, welches eingeschra¨nkt im Rahmen dieser Arbeit verwen-
det werden konnte, wird ein 2-DOF Positioniersystem des optischen Teleskops [94],[84] aus
dem ITMO Laboratorium St-Petersburg in Betracht gezogen (siehe Abbildung A.2). Solche
Systeme verfu¨gen meist u¨ber zwei rotatorische Freiheitsgrade und stellen mit Hilfe einer
hoch-pra¨zisen Regelung den Azimut- und Polarwinkel des zu positionierenden optischen
Teleskops. Da die beiden eingebauten Aktuatorsysteme voneinander entkoppelt geregelt
werden, reicht es in den meisten Fa¨llen, lediglich eins davon zu betrachten. Um das me-
chanische Spiel mo¨glichst weit zu vermeiden und die Robustheit des Gesamtsystems zu
erho¨hen, wird das Aktuatorsystem als ein direkter Servo-Antrieb ohne untersetzende Ge-
triebe aufgebaut. Dabei kann der Arbeitsbereich der Relativgeschwindigkeit um mehrere
Gro¨ßenordnungen variieren und liegt somit zwischen wenigen Arcsec pro Sekunde und ei-
nigen Grad pro Sekunde.
Als Positionssensor im System wird ein hoch-pra¨ziser absoluter Winkeldrehgeber, wel-
cher 23.600 Werte pro Umdrehung auﬂo¨st, eingesetzt. Eine zusa¨tzliche Interpolationselek-
tronik erho¨ht die Endauﬂo¨sung auf 23.600.000 Werte pro Umdrehung, was der Winke-
lauﬂo¨sung von etwa 0.055 Arcsec entspricht. Der Servo-Motor wird durch die eingebettete
PWM-Elektronik mit 10 kHz Arbeitsfrequenz angetrieben. Ein u¨bergeordnetes Ansteue-
rungssystem ist u¨ber eine Echtzeit-Datenschnittstelle mit dem Mikrocontroller des Servo-
Antriebs verbunden, wodurch die Positions- und Geschwindigkeitswerte sowie die Ansteue-
rungssignale zu dem Servo-Motor mit einer Abtastrate von 1 kHz ausgetauscht werden.
Die Besonderheit eines solchen Positioniersystems, welche seine Modellierung zu ei-
ner Herausforderung im Bezug auf die wirkenden Nichtlinearita¨ten im System ausmacht,
besteht in einem breiten Arbeitsbereich des Azimutwinkels von ±270 Grad. Dies erfor-
dert eine Kabelfu¨hrung zum drehbaren Teil des Systems, ohne seine Bewegungsfreiheit
dadurch zu hindern. Die U¨bertragung von den, unter anderem hochfrequenten, Datensi-
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gnalen schließt die Verwendung der Schleifringe von vornherein aus. In Einzelfa¨llen wird
sogar ein zusa¨tzliches Aktuatorsystem zur Fu¨hrung der entstehenden Kabelschleife vorge-
sehen. Diese Lo¨sung ist allerdings kostenintensiv und technisch meist schwer realisierbar.
Deswegen wird die Kabelfu¨hrung herko¨mmlich durch eine Spiralschnecke realisiert, wobei
drei bis vier Wicklungen einer vollen Umdrehung des Systems entsprechen.
Bei der Bewegung des Rotationssystems in eine Richtung wird die Spiralschnecke zu-
gedreht und in die andere Richtung entsprechend aufgedreht (siehe Abbildung A.2 (b)).
Durch eine solche Konstruktionslo¨sung werden zwei als Sto¨rung gegenwirkende Drehmo-
mente hervorgerufen. Zum einen entsteht eine zur eigentlichen Lagerung der Rotationsachse
zusa¨tzliche Reibung, welche durch das Gleiten der Spiralschnecke u¨ber die innere Fla¨che
des Aufnahme-Geha¨uses bedingt wird. Zum anderen ist das auftretende Sto¨rmoment auf
die Elastizita¨ten der Kabel zuru¨ckzufu¨hren. Bei der gegebenen Konﬁguration ko¨nnen die
Kabelwiklungen in einer Anna¨herung als eine Rotationsfeder abgebildet werden. In einem
Bewegungsbereich nahe zum Nullpunkt, welcher eine Art des entspannten Zustands der Spi-
ralschnecke darstellt, ist die Wirkung der Kabelelastizita¨ten relativ gering. Wird allerdings
die Spiralschnecke sta¨rker an die Grenzbereiche der Drehbewegung zu- beziehungsweise auf-
gedreht, wird die Signatur des durch die Kabel bedingten nichtlinearen Ru¨ckstellmoments
im dynamischen Verhalten des Systems immer deutlicher (siehe [94] fu¨r weitere Details).
(a) (b)
Abbildung A.2: 2-DOF Positioniersystem des optischen Teleskops: (a) Experimentalsystem
im ITMO Laboratorium St-Petersburg, (b) Technische Zeichnung mit dem Querschnitt
A.3 6-DOF Industrieroboter
Der im Rahmen dieser Arbeit eingesetzte Industrieroboter RV20-16 [34] ist ein Serienmani-
pulator mit 6 Freiheitsgraden. Das RV20-16 Robotersystem ist in einer Laborumgebung des
Lehrstuhls RST eingesetzt (siehe Abbildung A.3 (b)) und dient prima¨r den Forschungs-
zwecken sowie den experimentellen Arbeiten in Rahmen studentischer Ausbildung. Der







Abbildung A.3: Experimentalsystem des 6-DOF Industrieroboters: (a) U¨bersicht der Da-
tenschnittstelle zur Robotersteuerung ROBOTstarV, (b) RV20-16 Robotermanipulator
Arbeitsraum der oﬀenen seriellen Kinematik stellt anna¨hernd eine Halb-Spha¨re mit dem
Radius von etwa 1.5 m dar. Die maximale nominelle Traglast des Endeﬀektors betra¨gt 16
kg. Dabei ist das Eigengewicht des Roboters 220 kg ohne Steuerung.
Angesteuert wird der Robotermanipulator mit einer industriellen Robotersteuerung
ROBOT star V, welche auf einem Echtzeitsystem RSV-PCX basiert und eine Vielzahl der
internen und externen Benutzer-orientierten Funktionen zur Verfu¨gung stellt. Unter ande-
rem ist die Robotersteuerung mit einer RSV-COMMAND-XML Kommunikationsschnitt-
stelle ausgeru¨stet, welche es erlaubt, eine TCP/IP gestu¨tzte Server-Client Kommunikation
mit den externen Rechnereinheiten u¨ber eine 100 Mbit Standard-Ethernet Verbindung
zu realisieren. Zu den extern verfu¨gbaren Standardfunktionen geho¨ren unter anderem der
Transfer und die Bedienung der steuerungspeziﬁschen Roboterprogramme sowie der lesen-
de und schreibende Online-Zugriﬀ auf die zuga¨nglichen Systemvariablen. Vor allem die
letztere Eigenschaft ermo¨glicht eine externe Beobachtung und Ansteuerung des Roboters
unter den weichen Echtzeitbedingungen einer TCP/IP basierten Kommunikation.
Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde ein Software-Interface entwickelt, welches
das XML-basierte Protokoll der RSV-COMMAND Kommunikationsschnittstelle in der
MATLAB Umgebung implementiert und eine Reihe der Benutzerfunktionen zur Ansteue-
rung des Roboters zur Verfu¨gung stellt. Die Architektur des entwickelten Interfaces ist
in Abbildung A.3 (a) schematisch dargestellt. Die MATLAB Umgebung la¨uft auf einem
PC Host-Rechner, welcher als Client auf den Server der Robotersteuerung zugreift. Die
entwickelte Robotic Control Toolbox greift u¨ber die Open-Source TCP/IP/UDP Toolbox
aus MATLAB hinaus auf die Winsock-API des Windows Betriebssystems zu. Der WEB-
Server der Robotersteuerung empfa¨ngt die XML basierten Anfragen des Clients und sendet
die XML verpackten Daten (Variablenwerte, Programme oder Status-Meldungen) an den
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Client zuru¨ck. In der Robotersteuerung werden alle zustands- und bewegungsrelevanten
Systemvariablen im Zeitraster eines IPO-Takts (Interpolationstakt der Robotersteuerung)
aktualisiert. Bekanntlich liegt der IPO-Takt einer industriellen Robotersteuerung bei circa
10 ms, wobei der FIPO-Takt (Fein-Interpolationstakt) der Achsregelung im Bereich von
0.5 ms liegen kann. Bei einer PTP (point-to-point) Ethernet Verbindung mit einem exter-
nen PC-Hostrechner liegt die erreichte durchschnittliche Abtastrate zwischen 10 und 15
ms, garantiert aber nicht das Einhalten eines deterministischen Zeitrasters. Eine exempla-











Abbildung A.4: Evaluierte Abtastrate der Kommunikation zur Robotersteuerung
rische Evaluierung der XML-basierten Kommunikationsschnittstelle ist in Abbildung A.4
aufgezeigt. Dabei wird in jedem Zyklus einmal ein lesender und einmal ein schreibender
Multitask-Zugriﬀ auf mehrere Systemvariablen der Robotersteuerung durchgefu¨hrt. Die
MATLAB Umgebung des PC-Hostrechners wurde dabei mit keiner Ausfu¨hrung weiterer
Programm-Routinen belegt. Aus dem zeitlichen Verlauf der Abtastrate sind die einzeln
auftretenden nicht-deterministischen Ausreißer von bis zu 30 ms zu erkennen. Diese stehen
vor allem der Realisierung eines externen Regelkreises mit zusa¨tzlichen Kompensations-
maßnahmen fu¨r die Achsregelung im Wege.
Infolge eines eingeschra¨nkten Zugriﬀs auf die interne Achsregelung wurde das Robo-
tersystem in Rahmen dieser Arbeit ausschließlich zu den Identiﬁkations- und keinen Kom-
pensationszwecken eingesetzt. Die erste vertikale Basis-Roboterachse, welche den relativ
großen, aber keinen gravitationsbedingten Lastmomenten ausgesetzt ist, wurde fu¨r die Iden-
tiﬁkation dynamischer Reibung in Betracht gezogen. Ein weiterer Vorteil bei der Verwen-
dung der ersten vertikalen Basisachse des Roboters besteht in der Mo¨glichkeit, die gesamte
dynamische Momentenbilanz unter einer bestimmten Manipulatorkonﬁguration ausschließ-
lich auf Antriebs-, Tra¨gheits- und Reibungsmoment zu reduzieren. Dadurch werden die als
Sto¨rgro¨ßen auftretenden Reibungseﬀekte von den restlichen mitwirkenden Nichtlinearita¨-
ten wie etwa Coriolis-Zentrifugal- sowie Gravitationskra¨ften zum Großteil entkoppelt, was




2SEP Two-State (model) with Elasto-Plasticity,
Zwei-Zustands-Modell mit Elasto-Plastizita¨t
A/D Analog-Digital
API Application Programming Interface
BIBO Boundary Input Boundary Output
BLDC Brushless Direct Current (Motor)
CPU Central Processing Unit (Zentrale Recheneinheit)
D/A Digital-Analog
DC Direct Current / DC Bias (Mittelwert)
DOF Degree Of Freedom (Freiheitsgrad)
DT1 Verzo¨gertes Diﬀerenzialglied erster Ordnung
FFRB Feed-Forward Reibungsbeobachter
GMS Generalized Maxwell-Slip (Reibungmodell)
HD Harmonic Drive
Im Imagina¨rteil
ISE Integral Square Error
ITMO St. Petersburg National Research University of
Information Technologies, Mechanics and Optics
KomoRob Kognitionsorientierter modularer und autonomer
Service-Roboter zur vor Ort Instandsetzung von Tiefzieh-
und Spritzgusswerkzeugen in wechselnden Kontexten
LPV Linear Parameter Varying
LS Least-Squares (Kleinste Quadraten)
LTRB Luenberger-Typ Reibungsbeobachter
LuGre Lund-Grenoble (Reibungmodell)
MAE Mean Absolute Error
MAX Maximal Absolute Error
MMS Modiﬁed Maxwell-Slip (Reibungmodell)
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PC Personal Computer
PI Proportional-Integral (Regelung)
PT1 Verzo¨gerungsglied erster Ordnung
PT2 Verzo¨gerungsglied zweiter Ordnung
PTn Verzo¨gerungsglied n-er Ordnung
PTP Point-to-point
Re Realteil
rps Rotation pro Sekunde
RST Lehrstuhl fu¨r Regelungssystemtechnik
RT Real Time
SDRE State Dependent Riccati Equation
SISO Single-Input/Single-Output
STD Standardabweichung
XML Extensible Markup Language
Konvention
Skalargro¨ßen Kleinbuchstaben kursiv z.B. a, γ
Vektorgro¨ßen Kleinbuchstaben fettgedruckt/unterstrichen z.B. x, τ
Element eines Vektors kennzeichnet mit Index tiefgestellt z.B. xi
Matrizen Großbuchstaben fettgedruckt z.B. Z, Σ
Element einer Matrix kennzeichnet mit Doppel-Index tiefgestellt z.B. zij
Zeitableitungen versehen mit ,˙ ,¨ etc. z.B. q˙
Zu unterscheidenden Gro¨-
ßen (Sollwert, Istwert)
kennzeichnet mit Abku¨rzung hochgestellt z.B. qsoll
Gescha¨tzte Gro¨ßen versehen mit Dach ˆ z.B. wˆ
Lateinische Symbole
A Gewichtungsfaktor elasto-plastischer Reibung
A Systemmatrix
B Attraktionsfaktor elasto-plastischer Reibung
B Eingangsmatrix
C Attraktionsfaktor des GMS Modells
C Ausgangsmatrix
D Da¨mpfungsterm
d Formfaktor der Hysterese (Dahl Modell)
e Identiﬁkations- / Beobachtungs- / Regelungsfehler
E Energie / Fehler im Frequenzbereich
F Reibungskraft/-moment
Fc Coulombsche Reibung
Fs, Fh Haftreibung (Losbrechkraft)
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H U¨bertragungsfunktion linearer Regelstrecke
i Motorstrom






L Anzahl der Maxwell-Slip Elemente / Beobachterkoeﬃzient
m Masse
q Relativposition in polaren Koordinaten
R U¨bertragungsfunktion linearer Regelung
r Versorgungsrate







V Stribeck-Geschwindigkeit / Vorﬁlter
W Losbrechbedingung
W Arbeit/Energiediﬀerenz
w Relativgeschwindigkeit in polaren Koordinaten
x Relativposition in kartesischen Koordinaten / Zustandsgro¨ße
y Ausgangsgro¨ße
z Innere Zustandsgro¨ße dynamischer Reibung










λ Da¨mpfungsfaktor des Levenberg-Marquardt Algorithmen
μ Reibungskoeﬃzienten





φ Partiellfaktor (GMS Modell)
ϕ Phase
χ Schaltfunktion (Ein-Zustands elasto-plastisches Modell)
Ω Belastbarkeit der elasto-plastischen Feder
ω Kreisfrequenz
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